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Zusammenfassung. Die Entwicklung und Analyse effi-
zienter Algorithmen wird am Beispiel der Konstruktion
von Suchbidumen verdeutlicht. Fiinf Algorithmen wer-
den vorgestellt und analysiert. Die Analyse weist jeweils
auf die Schwachstellen der Algorithmen hin und fiihrt
so zu Verbesserungen.

Summary. The design and analysis of algorithms 1s
explained by means of an example: the construction of
search trees. Five algorithms are described and ana-
lyzed. The analysis points at the weak spots of the
algorithms and suggests improvements.

1. Einleitung

Wir wollen in diesem Beitrag die Entwicklung und
Analyse effizienter Algorithmen an einem Beispiel er-
ldutern. Als Beispiel wird uns dienen: die Konstruktion
(nahezu) optimaler Suchbiume.

Algorithmen dienen zur Losung von Problemen.
Ein Problem ist etwa die Berechnung des Maximums
einer endlichen Menge von reellen Zahlen oder die
Berechnung des Produkts zweier ganzer Zahlen. Ein
Problem P existiert meistens in unendlich vielen Frage-
stellungen. Eine Fragestellung des Maximumproblems
ist: Bestimme die groBte der 5 Zahlen 2. 7. 3. 9. 8. Eine
Fragestellung des Multiplikationsproblems ist: Berech-
ne das Produkt der Zahlen 257 und 123. Jeder Frage-
stellung peP messen wir eine natiirliche Zahl g(p) als
GroBe zu, manchmal auch ein Tupel von natiirlichen
Zahlen. Die GroBe der Fragestellung 2,7, 3,9, 8 konnen
wir als 5 definieren, also als Kardinalitit der Menge. die
GroBe von 257 x 123 konnen wir als 6, also als Summe
der Lingen der Dezimaldarstellungen definieren. Die
Definition der GroBe einer Fragestellung ist willkiirlich,
ergibt sich aber meist in natiirlicher Weise.

Die Ausfithrung eines Programms in einer Rechen-
anlage benodtigt Betriebsmittel, z. B. Rechenzeit und
Speicherplatz. Der Verbrauch an Ressourcen hiingt von
der Fragestellung ab. Fiir einen Algorithmus A zur
Losung des Problems P sei T,(p) der Rechenzeitver-
brauch an der Fragestellung psP. Wir konnen T,(p) in
Millisekunden messen. Die Laufzeit T,(p) kann durch
ein Experiment bestimmt werden.

Interessanter als der Rechenzeitverbrauch fiir jede
einzelne Fragestellung ist eine globale Aussage liber den
Rechenzeitverbrauch an einer beliebigen Eingabe der
GroBe n. die nun nicht mehr durch das Experiment
bestimmt werden kann. Zwei Abstraktionen bieten sich
an: Verhalten im schlechtesten Fall und Verhalten im
Mittel.

Das Verhalten im schlechtesten Fall definieren wir
als die maximale Laufzeit an einer Fragestellung der
GroBe n. Wir benutzen dafiir die Bezeichnung T ,(n).

T,(n)=sup| T, p): peP und glp)=n|.

Das Verhalten im schlechtesten Fall greift fiir jede
GroBe n diejenige Problemstellung heraus, die den
Algorithmus A am schlechtesten aussehen laBt.

Wir sind also an der Laufzeit von Algorithmen
interessiert. Auf welcher Maschine? Natiirlich auf der.,
die Sie gerade benutzen. Leider kann ich dariiber nichts
sagen, da ich diese Maschine nicht kenne. Um einen
gemeinsamen Malstab zu haben, sollten wir daher eine
Rechenanlage definieren. die die typischen Fihigkeiten
einer modernen Anlage hat. Das wiirde aber den
Rahmen dieses Beitrags sprengen. Daher schlage ich
vor: Die Maschinensprache unserer Referenzmaschine
umfaBt die Grundziige von ALGOL: Einfache und
indizierte Variable, arithmetische und boolesche Aus-
driicke. Wertzuweisungen, Fallunterscheidungen und
Spriinge. Laufanweisungen und while-Schleifen be-
trachten wir als Abkiirzungen.
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for i from a to b do S steht fiir

I—a;
Loop: if i>b then goto Exit:
b,
f—i+1:
goto Loop
Exit:
und

while P do S steht fiir Loop: if 77 P then goto Exit:
%
goto Loop;

Exit:

Wir nehmen an, daB jede Wertzuweisung, jeder Test
und jeder Sprung eine Zeiteinheit erfordert. Die Anwei-
sung

if x=0 then x«—x+ 1 else begin x<—x—1: goto Exit end

verbraucht demnach 2 oder 3 Zeiteinheiten, je nachdem
ob x=0 ist oder nicht. Die obige Laufanweisung
verbraucht (a, b ganze Zahlen, b—a+1=0)

h
343(b—a+1)+ ) (Zeitbedarf fir S mit i=)
[=a

Zeiteinheiten. Prozeduren sind in unserer Sprache nicht
erlaubt. Natiirlich sind unsere Annahmen iiber den
Befehlsvorrat und die Ausfithrungszeiten unrealistisch.
Wir laden den Leser em, die folgenden Betrachtungen
fiir seine Lieblingsmaschine durchzufiihren. Die Ergeb-
nisse werden im wesentlichen die gleichen bleiben.

Der folgende Beitrag enthilt keine Beweise. Der
Leser findet sie in [7].

2. Suchbiume

Sei (U, <) eine linear geordnete Menge und S
= {X1seuXny S U.

aaa b | —

Beispiel

1. (U,<) 1st die Menge der reellen Zahlen mit der
normalen <-Relation. S=[1.5, 7, 13].

2. (U,<) 1st die Menge der Worte iiber dem
deutschen Alphabet und < ist die lexikographische
Ordnung. S = |Ena, Kurt, Steffi, Uli, Zenzi,

Ein Suchbaum fiir die Menge S= | x,,....x,| besteht
aus emnem bindren Baum (jeder Knoten hat 2 Nachfol-
ger, ein Blatt hat keinen Nachfolger) mit n Knoten. (Wir
unterscheiden Knoten und Blitter. Insbesondere sind
Blitter keine Knoten. Knoten werden als Kreise, Blit-
ter als Rechtecke gezeichnet). Dieser Baum hat dann
n+ 1 Blitter. Die n Knoten sind von links nach rechts
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mit den Elementen von S in aufsteigender Reihenfolge

beschriftet. (Abb. 1.)
G,

(Ena,
Kurt) ( oA j
L

L
\

Abb. 1.

Um einen Namen X 1n diesem Suchbaum zu
suchen, vergleicht man X mit dem Inhalt der Wurzel
(hier Kurt) und geht nach links (stoppt, geht nach
rechts). wenn X < Kurt (X =Kurt, X > Kurt).

Sucht man einen Namen. der nicht in S liegt (etwa
Helmut), so endet man in einem Blatt (im Blatt zwischen
Ena und Kurt). Dies gilt nicht nur fir den Namen
Helmut, sondern fiir jedes Wort, das zwischen Ena und
Kurt in der alphabetischen Ordnung steht. Wir be-
schriften daher dieses Blatt mit dem offenen Intervall
(Ena. Kurt). Das linkste Blatt steht fiir alle Namen vor
Ena. Wir bezeichnen es mit (], Ena).

Im allgemeinen Fall sind also die Knoten mit
X,.... X, und die Blatter mit (7, x,), (X1, X32)s -+« (X, [J)
beschriftet. Statt ([J.x,) bzw. (x,[]) schreiben wir
manchmal (xg.x,), (x,.X,:;). Wenn wir nach X =x;
suchen, dann vergleichen wir X mit allen Knoten auf
dem Weg von der Wurzel zum Knoten x; einschlieBlich
x;. Wenn wir nach X mit x;<X <x;., suchen, dann
vergleichen wir X mit allen Knoten auf dem Weg von
der Wurzel zum Blatt (x .x;, ,). Sei daher b; die Tiefe des
Knoten x; und a; die Tiefe des Blattes (x;x;.,). (Die
Tiefe eines Knotens bzw. Blattes ist die Anzahl der
Kanten auf dem Pfad von der Wurzel zu dem Knoten
bzw. Blatt). Dann fithren wir im ersten Fall b, + 1 und im
zweiten Fall a; Vergleiche aus.

Im Baum von Abb. 2.ist b, =1, b,=2,b;=0,b,=1.
dGy=as=a,=2 und a,=a,=3.

Oft wird nach den Elementen von S nicht gleich
hiufig gesucht. Wir brauchen dann noch Angaben iiber
die Hadufigkeit, mit der nach den Elementen von S
gesucht wird. Sei etwa f, 1 <i<n, die Hiufigkeit mit

(3
() (x4)
) (x2)

(x1,%2)

{I3 I!i-'b} (x5, )

(x2,x3)

Abb. 2.
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der nach X =x; gesucht wird. und 2, 0<j<n, die
Hiufigkeit mit der nach X, x;< X <x;, ,. gesucht wird
(f;=0, 2;=0). Dann ist

n M
i=1 j=0
ein MabB fiir die mittlere Suchzeit im Baum. P heilit
gewichtete Wegldnge.

Fiir unser Beispiel sei (2, B, 2. B2, %2, B3, %3, Pg, %)
=(4.1.0. 3,0, 3, 3,0, 10). Dann hat obiger Baum die
gewichtete Wegldnge 48. (Abb. 2)

Es ist erwiihnenswert, daB auch die Extremfille (alle
B;=0 bzw. alle 2;=0) interessant sind. Falls z;=0 fiir
alle j, dann sind alle Suchvorgiinge erfolgreich, falls p;
=0 fiir alle i, dann dienen die Knoten nur als ..Wegwei-
ser .

Durch die Definition der gewichteten Weglinge
weisen wir einem Baum eine einzige reelle Zahl als Mal3
seiner Giite zu. Wir konnen daher nach dem Baum
fragen. der die gewichtete Wegliinge minimiert. Dieser
Baum optimiert dann auch die mittlere Suchzeit.

Definition

Sei S={x,.....,x,! eine Menge und (x5 f,.--..Bm2,)

eine Zugriffsverteilung. Ein Suchbaum T fiir S heil3t
optimaler Suchbaum, wenn seine gewichtete Weglinge
minimal ist unter allen Suchbidumen fiir S. Wir bezeich-
nen mit T, stets einen optimalen Suchbaum und mit

P, seine gewichtete Weglinge.

Wie konnen wir nun einen optimalen Suchbaum
finden. Ein erster naiver Ansatz, nennen wir den
Algorithmus Alg 0, wiire es, alle bindren Biume mit n
Knoten zu konstruieren und zu vergleichen. Davon gibt
es aber ungefihr 4”. Wenn wir fiir die Konstruktion
eines Baumes und Bestimmung semer gewichteten
Weglinge nur eine Zeiteinheit rechnen, dann ver-
braucht Alg 0 also mindestens 4" Zeiteinheiten. Dies ist
horrend. Wir verfolgen daher Alg 0 nicht weiter. Alg 0
wird tblicherweise als Exhaustionsalgorithmus be-
zeichnet.

3. Zwei Algorithmen zur Bestimmung des optimalen
Baumes

Sei nun T, ein optimaler Suchbaum fiir S. Dann hat
T, irgendeinen Knoten zur Wurzel, etwa x;. Dann 1st
der linke Unterbaum T, von T, ein Suchbaum fir die
Menge |x,,Xs,...,X;_ ;. T, ist selbstverstandlich opti-
mal. Anderenfalls konnten wir thn durch einen besseren
Baum ersetzen und so T, insgesamt verbessern. Also

_ opl
gilt

Unterbiiume optimaler Baume sind optimal.
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Diese Beobachtung erlaubt uns, den optimalen Such-
baum mit Hilfe von dynamischem Programmieren zu
finden. Dabei konstruiert man auf systematische Weise
[osungen fiir immer groBere Teilprobleme. In unserem
Fall bedeutet das die Konstruktion der optimalen
Biume fiir alle Paare, Tripel. ... von nebeneinanderlie-
genden Knoten.

Sei T;. 1 <i<j<n, ein optimaler Suchbaum fiir die
Eaoteh: D0 ey x;} und die Blitter [(x;_;.x;).
(XpX;4 1) ---5 (X5X;4 1)} mit der Verteilung («;_,, B o;

...y B ) sel Py die gewichtete Weglidnge von T;; und
sel

das ..Gewicht™ von T;;.

Als Grenzfall betrachten wir noch den Baum 7, , ;. der
nur aus dem Blatt (x, x;. ,) besteht, also P, ,, ;=0 und
Wiy i=o;

Nach unserer Beobachtung iiber Unterbaume von
optimalen Biumen hat in unserem Beispiel vom vori-
gen Abschnitt der Baum T, 4 eine der folgenden 4
(Gestalten:

Die gewichtete Wegldnge eines Baumes:

iSI Pl’_m—l+“.i+m—l +-Bm+Pm* L.f+wm+l.j - Fhm—l +
P +w; ;. Die Knoten und Blitter in T ,,_, und
T, ., jsind samtlich um 1 Niveau nach unten gerutscht
und x,, kam neu hinzu.

Um also von den obigen 4 Biumen den besten
auszusuchen, brauchen wir nur die 4 GrolBen

+1,)

Piot+Pys+w, 4, Py 1 +P34+W 4. Py s+ Pyytw, 4

und P, ;+ P5 4 +w, 4 zu vergleichen und die kleinste
auszusuchen. Dies fiihrt zu folgendem Programm. Wir
benutzen zusitzlich die Grollen r;;. Dabel ist r;; der

Index der Wurzel von T,
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comment wir berechnen zunichst die relevanten
GroBen fiir die Bdume T,., ; und T; ..

(1) Py g—0: w, g—a
(2) for i from 1 to n do
(3) begin P; . ;«—0;w, ; ;o
Wi — o+ Bt Pyew, i e

end
comment wir bestimmen nun die optimalen Biume
mit 2, 3. 4, ..., n Knoten
(4) for k from 1 to n—1 do
(5) for i from 1 to n—k do
(6) begin j—i+k

wi—w; j—+Bi+a;

comment wir bestimmen nun die Wurzel

von T;;:
(8) mei; s—P; . 1 +Pyiy.;
(9) for I from i+ 1 to j do
(10) ifP;,, +Py ;<5
(11) then begin m«I; s<P; , ,+P,., ;end;
(12) Fie—m
(13) Pt =P T Wyt Bn g

end
Algorithmus 1: [ 3]

Fir unser Beispiel ergeben sich die folgenden
Werte:

W 0 1 2 3 4
1| 4 5 — 8 14 | 24
2 0 3 9 19
I
3 0 6 | 16
4 3 (1l 13
5 10
P 0 ! 2 3 4
1| 0 5 11 25 | 48
2 0 3 12 | 31
3 0 6 | 22
4 0 13
5 0
r 0 | 2 3 4
1 [ 1 2 3
2 2 3 4
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r 0 1 2 3 4
3 3 4
4 4

L

Im Feld r liegt nun der optimale Baum imphizit vor.
Die Wurzel des Baumes ist x5(3=r, ;). Damit ist der
linke Unterbaum T, , und der rechte T, , mit Wurzeln
x,(r; =1) und x,(r, ;=4). Der Baum aus dem vori-
gen Abschnitt ist demnach optimal.

Wie aufwendig ist nun dieser Algorithmus. Dazu
bestimmen wir seine Laufzeit auf der ALGOL-Maschi-
ne. Einmaliges Ausfiihren der Zeilen 10 und 11 kostet
entweder 1 oder 3 Zeiteinheiten. Wir rechnen 1m
folgenden mit 3 Zeiteinheiten. da wir eine obere Schran-
ke fiir die Laufzeit berechnen wollen. Demnach kosten
uns die Zeilen 9, 10 und 11 fiir festes i und j

i |
343(—(+D)+1)+ > 3 =3+6(—1i)
I=i+1
Zeiteinheiten und demnach einmaliges Ausfiihren von
6 — 13 fiir festesiund k 9+ 6 k Zeiteinheiten. Fur festes k

kostet uns demnach die Schleife 5—13

n—Kk
343n—k—1+1)+ > (9+6k) = 3+(n—k)(12+6k)
i=1
Zeiteinheiten. SchlieBlich erhalten wir als Kosten fiir
die Schleife 4 —13

n—1

3+3n—1—1+1)+ Y [3+(n—k)(12+6k)]=
sty

Fiir die Initialisierung kommen noch 5+8n Zeitein-
heiten hinzu, so daB die Gesamtlaufzeit héchstens n*
+6n2+ Tn+2 ist. Beachten Sie, daB wir die Laufzeit
nur an einer Stelle nach oben abgeschiitzt haben: die 3
Einheiten fiir Zeile 10 und 11. Rechnet man statt
dessen mit 1 Zeiteinheit. so erhilt man (2n° + 18n—2n
—9)/3 als Mindestlaufzeit.

Alg. 1 braucht mindestens (2n* + 18n—2n—9)/3
und hochstens n® +6n”+ Tn+2 Zeiteinheiten, um ei-
nen optimalen Suchbaum fiir eine Menge mit n Elemen-
ten zu konstruieren.

Die kritische Stelle in diesem Algorithmus ist die
Suchschleife 8 —11. Hier entsteht der kubische Auf-
wand. Daran miissen wir also arbeiten.

Inspiziert man in unserem Beispiel das Feld r der
Wurzelindizes genauer, so sicht man, dall die Eintréage
in jeder Zeile von links nach rechts und in jeder Spalte
von oben nach unten zunehmen. Die Wurzel von T, ;
liegt also nicht links von der Wurzel von T,
(betrachte die i-te Zeile) und nicht rechts von der
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Wurzel T, . , ;(betrachte die j-te Spalte). Dies gilt nicht
nur in unserem Beispiel, sondern stets (Knuth, 1971).
Man kann daher die Suche nach r; ; auf die Indizes
zwischen r; ;_, und r;., ; beschrinken. Wir inkor-
porieren diese Idee in unser Programm, indem wir die
Zeilen (8) und (9) abindern in:

(8) meT;; 1i5P; 1+ Puiy,;

(9) for [ from m+1 to t do

In unserem Beispiel werden nun im Fall i=1, j=4 in
den Zeilen 8 und 9’ fiir m nur noch die Werte 2, 3, 4
probiert anstatt der Werte 1, 2, 3. 4 im urspriinglichen
Algorithmus.

Wie gut ist nun dieser modifizierte Algorithmus
Alg 2?7 Zahlen wir wie zuvor (siche Darstellung unten)

Ausfithrung | < Zeiteinheiten
YO
910,11 fiir | 346(r,., ;—r; ;)
festes § und j
6,7.8,9; 104+60r; .y ;o= TFijex-1)
10-13 fur
festes i und k
n—k
5-13 fiir 3+3n—k)+ Y (10+6(r;_ ;- s—Tii—x-1)
i=1
festes k <3+ 13in=k)+6(n-=-1)
n— 1
4-13 3+3n—1+ Y B3+ 13(n—k)+6(n—1)
k=1
I
25 25
= ni——n+3
2 2
5 . 9
1—-13 n“—-n+8
2 2

Beachten Sie dabel

n—k
z{riﬂ.iﬂ_rf.i+t—r]=‘r2.t+1 — Ty ) (3.2
i=1

a5 TR b ol o [ SIS ) ol I Y O (S

e n—k.n—l]=rn—k-rIm_rl,kin_l'

Wie vorher konnten wir auch eine untere Schranke
fiir die Laufzeit von Alg 2 bestimmen. Wir verzichten

darauf.

5.n B Fas 5
Alg 2 braucht hochstens 0t 8 Zeiteinheiten.

um einen optimalen Suchbaum fiir eine Menge mit n
Elementen zu konstruieren.

Der Speicherplatzbedarf von Alg 1 und Alg 2 ist
identisch; vor allem sind da die 3 quadratischen Felder
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r. P und w zu nennen, von denen man allerdings nur
das obere Dreieck braucht. Vom Feld w braucht man
zu jedem Zeitpunkt nur eine Nebendiagonale. Tragt
man dieser Tatsache in der Programmierung Rech-
nung. so ergibt sich ein Platzbedarf von etwa n” Zellen.

Wir vergleichen die beiden Algorithmen im
SchluBabschnitt.

4. Zwei Algorithmen zur Bestimmung nahezu optimaler
Baume

Unsere Algorithmen zur Bestimmung des optimalen
Baumes haben mindestens quadratischen Zeit- und
Platzbedarf. Ihre Anwendung verbietet sich daher fiir
grollere n. Auch sind die Zugriffshiaufigkeiten meist
nur ungefihr bekannt und es ist daher eigenthch
unsinnig, einen optimalen Baum konstruieren zu wol-
len. Wir wenden uns deswegen nun der Konstruktion
nahezu optimaler Biume zu.

Tragen wir uns dazu die Verteilung aus unserem
Beispiel auf der Zahlengeraden aulf:

g iR B i s L
4 1 3 3 3 10
Abb. 5.

Wenn wir den Knoten x, als Wurzel wihlen, so
erhalten wir einen linken Unterbaum vom Gewicht 4
und emnen rechten vom Gewicht 19. Analog, wenn wir
X,[x;3.x,] als Wurzel wiihlen, so erhalten wir Unter-
baume vom Gewicht (5.16) [(8,13). (14,10)]. Es ist
intuitiv einleuchtend, daBB ein guter Suchbaum ..im
Gleichgewicht™ sein sollte: d.h. linker und rechter
Unterbaum sollten moglichst gleich schwer sein. Diese
Uberlegung fiihrt uns dazu, x, als Wurzel zu wiihlen:
Der Gewichtsunterschied 1st 4, be1 anderer Wahl der
Wurzel mindestens 5. Wir miissen nun noch einen
Baum fiir x,. x,, x5 konstruieren. Wihlen wir x, [x,.
x;] als Wurzel, so ist die Gewichtsverteilung (4.9) [(5.6).
(8,3)]. Wir wiihlen also x,.

Insgesamt erhalten wir den Baum

(x3.x4)

(xyx2)] |[(x2,x3)
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mit gewichteter Wegliange
4:34+1:-34+0-34+3-24+0-34+3-34+3-340:1410~1
=49.

Die gewichtete Weglinge des optimalen Baumes
war 48. Wir formulieren also folgende Konstruktions-
regel.

Regel

Waiahle die Wurzel so, dall sich das Gewicht der
Unterbiume moglichst wenig unterscheidet. Dann
verfahre rekursiv mit den Unterbaumen.

Sei wie oben w;;=o; ,+ f;+o;+ +a;_;+B;
+a; das Gewicht emnes Baumes mit den Knoten
X;s...,X; Dann ist

“.II_J:=“'.1_I!_“.I.4:_ 1 +'Ii'_ 1+

Wir konnen nun die obige Regel als folgendes Pro-
gramm formulieren

(1) begin w, a4
(2) forjfrom | tondow; ;—w, ;, +p.+a;
(3) Baue — Baum (1.n)

end

wo Baue — Baum folgende rekursive Prozedur i1st:
(4) procedure Baue — Baum (i, j):
g0 I<i j=n 1<)+ 1.
Wir wollen emmen Baum fiir die Knoten
X;Xjsqs---,X; konstruieren, bzw. nur das Blatt
(x,X;. ) 1alls i=j41;

begin
(3) ifi=j+1
(6) then konstruiere den Baum [(x,.x;, ,)
(7) else finde m, i<m<j, so dal}
abs(w; ,,_;—w, ;) < abs(w;,_,
— Wi, l,j}
fiir alle k, i<k <j;
(%) konstruiere den Baum
(9) Baue-Baum (i,m—1) Baue-Baum (m+1, /)
(10) end

Bevor wir dieses Programm analysieren konnen,
miissen wir natiirlich noch viele Details einfiigen, Was
bedeutet ,konstruiere den Baum . . ."7 Wir nehmen
dazu an, daBB wir den Baum in Standardspeicherung
ablegen wollen, d.h. pro Knoten die Verweise auf
linken und rechten Sohn. Die Phrase _konstruiere. . .
bedeutet dann Setzen dieser Verweise. Den Suchvor-
gang in Zeile 7 spezifizieren wir spiter, ebenso elimi-
nieren wir die Rekursion spiter.

Zuniichst einige Aussagen iiber die Giite des kon-
strulerten Baumes, sei dazu T,z der von Baue — Baum
konstruierte Baum und P, seine gewichtete Weglidn-
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ge. P, die gewichtete Weglinge des optimalen Bau-
mes und

W=11'1_,,=1[,+ﬁ1—|— +|HJI+IH
das Gewicht der Verteilung. Es gilt dann (Bayer)

angP“BEP T [ﬂg Pﬂpl+ 344 - W,

opl

die Abweichung ist also nie sehr grof3. Beachten Sie,
daB P, im allgemeinen grol3 gegeniiber W ist. Ein
Experiment mit 200 Verteilungen ergab als mittleren
(maximalen) Wert fiir Pyg/P, ., 1.077 (1.286) (Giittler,
et al.). Die Prozedur Baue — Baum konstruiert
demnach sehr gute Baume.

Wie implementiert man nun den Suchvorgang in
Zeile 7?7 Eine wesentliche Beobachtung ist, daB fur
i<m<jder Ausdruck w; ,,_, —w,, ., ;eine wachsende

L, m ]

Funktion von m darstellt. (Abb. 7.)

Ii—l.ﬁEIi—] "*Im—lﬁm lIm—]ﬁmImﬁm—l "'ﬁ;’ij-l

w

“‘11', m— 1 H'.m +1.j

Wir brauchen daher nur den kleinsten Index p zu
finden, so daB w; ,_,—w,., ; positiv ist. Dann ist
entweder p oder p—1 der gewiinschte Wert. Eine
mogliche Vorgehensweise fiir die Suche nach p st
Binidrsuche. Man probiert zunichst den Wert p=_(i
+j)/2 jund je nachdem,ob w; , , —w,., ; positiv oder
negativ ist, sucht man im linken oder rechten Teilinter-
vall weiter. Wir ersetzen also die Zeile 7 in obigem
Programm durch: (Wir schreiben dabei immer w; ,_,
—w als Abkiirzung fir

"

pt+l,.j

{l“".-l‘p,_ 1 —H'LI-_ 1 _I_'I"_ l]_[llrIj_\-rl‘p"‘I"'IF])

7.1 unten «—i;oben «—j; p«— (i+j)/2,
1.2 ﬂh'i‘j_l—lt'j,r]‘jﬁﬂﬂ_rf=j

then co j i1st der gesuchte Wert:
7.3 begin m«j; goto Ende end:
7.4 while oben — unten =2

7.5 dobegin fw;, ,_,—w, ., ;>0

7.6 then oben «—p

b

~~_abs(Wim-1-Wm+1,j)
~
t =M
I
Wi m-1"Wm+1,]
Abb. 7.
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1.7 else unten «—p:

1.8 p «—  (oben+unten)/2
end:
co nun ist oben = unten + 1 und entweder oben
oder unten ist der gesuchte Wert:

7.9 if abs(W; gpen—1 — Woben+1j)
-~ Ele {“.I.LJI'IIE.‘!'I —1 Wunten+ I,r':II
710 then m«—unten else m+«—oben

Ende:

Analysieren wir dieses Programmstiick:

Sei dazu t=, log(j—i)J. Dann gilt nach dem k-ten
Ausfiihren des Rumpfes 7.5—7.8 der while-Schleile
oben — unten <2 * wie man leicht durch Induktion
iiber k nachpriift. Ferner sieht man leicht ein, daB der
Kommentar am Ende der while-Schleife korrekt ist.
Also muB fiir die Anzahl k, der Ausfithrungen des
Rumpfes der while-Schleife gelten

1 =29<2""%0 also ko< log(j—i)'<1+log(j—1i).

Insgesamt ist die Laufzeit der Zeile 7 fiir festes i und j
damit <7+ 5k, <11+ 5log(j—i) Zeiteinheiten.

Es bleibt uns nun noch die Rekursion zu eliminie-
ren. Wir tun dies mit der Standardmethode, indem wir
den Keller explizit programmieren. Der Keller wird
durch ein Feld K simuliert. Die Prozedur Baue — Baum
hat 2 Parameter i, j und 4 lokale Variable oben, unten, p
und m. Daher weisen wir jedem Aufruf von Baue —
Baum einen Block von 7 aufeinander folgenden Spei-
cherzellen zu: die ersten 6 Zellen nehmen die Parameter
und die lokalen Variablen auf, die 7-te Zelle die
Riicksprungadresse.

Ferner haben wir eine globale Variable AKTIV, die
auf den Speicherbereich der augenblicklich aktiven
Prozedur Baue — Baum zeigt, d. h. i entspricht der Zelle
K[AKTIV +1], p der Zelle K[AKTIV+5] und die
Riicksprungadresse steht in K[AKTIV+7]. Damit
erhalten wir schlieBlich unser Programm, indem wir den
Aufruf in Zeile 3 des Hauptprogramms ersetzen durch

(3.1) AKTIV«—0; K[AKTIV+1] « 1; K[AKTIV

+2] < n;

K[AKTIV+ 7]« HP";
(3.2) goto Baue — Baum;
(3.3) HP:

Die Zeile 4 ersetzen wir durch die Marke Baue — Baum:
In den Zeilen 5—8 ersetzen wir die Parameter und
lokalen Variablen durch Zugriffe auf die entsprechen-
den Feldelemente und den ersten Aufruf in Zeie 9
ersetzen wir durch

(9.1) K[AKTIV+7+1]«K[AKTIV+1]:

(9.2) K[AKTIV+7+2]—K[AKTIV+6]—1:
(9.3) K[AKTIV+ 7+ 7] «.Riickkehr I-ter Aufruf”:
(9.4) AKTIV «— AKTIV + 7;

&7

(9.5) goto Baue — Baum:
(9.6) Riickkehr 1-ter Aufruf: AKTIV «— AKTIV — 7

und analog den 2-ten Aufruf. SchlieBlich ersetzen wir
das end in Zeile 10 durch

(10) goto K[AKTIV+T7].

Jetzt endlich verwenden wir nur noch primitive
Befehle in unserem Programm. Es erscheint nun aber
sehr schwierig. die Laufzeit dieses Programms zu be-
stimmen. Aber man muB nur richtig zihlen!

Bei jedem Aufruf der Prozedur Baue — Baum wird
ein Knoten oder ein Blatt des Baumes konstruiert. Also
wird die Prozedur genau 2n+1 mal aufgerufen. Fur
jeden Aufruf von Baue — Baum (auller dem ersten)
werden die Zeilen 5, 6 oder 8. 9.1 —9.6 und 10 je einmal
aufgefiihrt, beim ersten Aufruf statt 9.1 —9.6 die Zeilen
3.1 —3.3. Setzen wir noch willkiirlich fest, daB uns Zeile
6 bzw. 8 eine Zeiteinheit kostet, so entstehen in den
einzelnen Zeilen folgende Gesamtkosten:

Zeile Kosten

1. 2 4+4n

3.1-3.3 6

5 2n+1

6 und 8 2n+1

9.1-9.6 6-2n

10 2n+1
22n+13.

Damit haben wir alle Kosten geziihlt auBer denen.
die in Zeile 7 entstehen. Sei dazu Ti(n) der maximale
Aufwand. der bei der Konstruktion eines Baumes mit n
Knoten durch die Prozedur Baue — Baum in Zeile 7
entsteht: d. h. wir betrachten einen Aufruf Baue — Baum
(i,j) mit j—i+1=n.

Fiir n=0 ist Tin)=0. da dann Zeile 7 nie erreicht
wird. Fiir n=1 verlduft der Test in 7.2 positiv und daher
ist T{1)=6. Sei nun n> 1, dann erwachsen zunichst
Kosten 11+5log(j—i)=11+35log(n—1) in Zeile 7;
ferner wird Baue — Baum (i.m— 1) und Baue — Baum (m
+1.j) aufeerufen. Also entstehen noch die zusitzlichen
Kosten

Tim—1—i+1)und T(j—(m+1)+1)

fiir ein m, i <m <j. Da wir den Wert von m nicht kennen,
miissen wir das Maximum iiber alle moglichen Werte
von m nehmen und erhalten (beachten Sie (m—i)+(j
—m)=n-—1)

T(n) = max (11+5 log (n—1)+T(k)+Th—k—1):
O<k<n—1; furn>1
I(1) =6
T(0) =0.
Damit haben wir eine Rekursionsgleichung fiir die

in Zeile 7 entstehenden Gesamtkosten hergeleitet. Vom
Ursprung unserer Rekursion her wissen wir, dal} der
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Fall k=0 (bzw. k=n — 1) vermutlich am ungiinstigsten
ist. Wir treiben dann ja einen ziemlich hohen Aufwand
(1145 log(n—1) Zeiteinheiten), um die Wurzel zu
bestimmen, verbleiben aber immer noch mit dem
Problem einen Baum mit n — | Knoten konstruieren zu
miissen. Setzen wir also k=0 in der obigen Gleichung,
so erhalten wir:

oy =0 ni)=6
Tin) =2114+5login—1)+Tin—1)

>[11+5logn—1)]+[11+5log(n—2)]+ Tin —2)

>[11+5logn—1)]+ ... +[11+5logl1]+T1)
=1ln—=1)+Slog[(n—1)!]+6.

Wir miissen nun nur noch verifizieren. daBB k=0 in
der Tat der ungiinstigste Fall war. Dazu zeigen wir
durch Induktion tiber n:

7o) =0 T1)=6
Tin) <lln—1)+5Slog[(n—1)!]+6 fiir n>2.

Wir iiberlassen den einfachen Induktionsbeweis
dem Leser. Damit wissen wir: In Zeile 7 entstehen die
K osten

IIn—=5+5log(n—1)!=~5nlogn+3,785—2.5logn
+ 8,842

wegen logn!x~(n+1/2)(logn—1.443)+2,04. Insgesamt
ailt:

Alg 3 braucht hochstens Snlogn+ 25,781 — 2 5logn
+21.84 Zeiteinheiten, um einen (nahezu optimalen)

Suchbaum fiir eine Menge § mit n Elementen zu

konstruieren.

Konnen wir Alg 3 noch verbessern?

Die kritische Stelle ist offensichtlich Zeile 7. Dort
entstechen Kosten O(nlogn) [lies: von der Ordnung
genau n log n], wihrend die iibrigen Kosten linear in n
sind. Wenn wir den Suchvorgang in Zeile 7 verbessern
wollen, miissen wir seine schwache Stelle untersuchen:
die Wurzel liegt ganz am Rand. Nehmen wir etwa
an, der Aufruf Baue — Baum (i,j) wihlt x; als Wurzel.
Dann probieren wir in der Suchschleife 7.1 —7.11 fiir p
nacheinander die Werte i+(j—i)/2, i+(j—i)/4, i+(j
—1)/8, i+(j—1i)/16, usw. Wir tasten uns also in exponen-
tiell klemer werdenden Schritten von der Mitte an den
Rand heran. Drehen wir den SpieB doch um: erforschen
wir die Welt in exponentiell groBer werdenden Schrit-
ten vom Rand her [2]:

(7.1) pe(i+j)/2
(72) w1 —Wy 4 >0
then goto linke Hilfte else goto rechte Hiilfte;
linke Hailfte: co wir wissen nun, daBl m einen der
Werte i, i+ 1.....L(i+j)/2_Jannimmt. Wir pro-
bieren nun p=i+1, i+2, i+4, i+8,... bis
wir ein p mit w; ,_, —w,., ;>0 finden;

K. Mehlhorn: Effiziente Algorithmen: Ein Beispiel

(7.3) t—0;p—i+1;

(7.4') whilew, ,_,—w,., ;<0do
begin t+1t+1; pe—i+2'end;
coesistnun w; ,_,—w,., ;=>0und p=i+2

$adict L.p—1
Hﬂd {WE_F-_I ——WF*_H_}{{]'* pr=i+2t_ : DdEr f={)}l

Wir suchen nun nach maufdem Intervall p’, ..., p durch
Binirsuche wie vorher beschrieben;

(7.5) unten « if t=0 then i else i+2"':
oben <« i+2'; p «L (unten+oben)/2 _I:
goto Bindrsuche;
rechte Hiilfte: analog (7.3)—(7.5")
Bindrsuche: das Programmstiick (7.2)—(7.10)
von vorher.

Nun stehen wir vor der ziemlich komplexen Aufga-
be, dieses Programm zu analysieren. Sei dazu 1, der
Wert von ¢t mit dem die Schleife (7.4) verlassen wird.
Dann entstehen folgende Kosten:

Zeile Kosten

(7.1, (7.2,

(7.3) 5

(74" 1+4-1t,

(7.5 5

Binirsuche: 8+5log(max(2~ ', 1))

und danach (Binédrsuche auf einem Intervall

der Linge 2 7)

19 falls t1,=0
14+9:t, falls t,>0.

Welchen Bezug hat nun t, zu den GroBen i, j und m?
Offensichtlich gilt:

< & falls t,=0
p ={_ el }_m
i+ 2% falls t,>0
also
{l +log(m—1i) falls m=>i
by i .
0 falls m=i.

Wir haben nun das obige Programm analysiert
unter der Annahme, dall m in der linken Hilfte des
Intervalls i, ....jliegt. Eine @hnliche Analyse gilt fiir den

anderen Fall. Damit erhalten wir folgende Rekursions-
gleichung fiir den Gesamtaufwand in Zeile 7

7o)y =0

Iin) =max {19+ T(n—1).
2349 log k4+ T(k)+ T(n—k—1),
2349 logn—I1-1)+T(h+T(n—=1-1);
l<k<| n/2_|,.n2 _| <l<n—1]

mit einer Losung [7], S. 95, Satz 10
19n < Tin)< 32n.
Damit gilt:
Alg 4 braucht hochstens 54n + 13 Zeiteinheiten. um
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einen (nahezu) optimalen Suchbaum fiir eine Menge §

mit n Elementen zu konstruieren.

Wir haben nun das Ende einer langen Reise erreicht:
von 4" iiber n* nach n?, weiter nach n log n und
schlieBlich nach n.

5. Ein Vergleich

Wir lernten nun 5 Algorithmen zur Konstruktion von
(nahezu) optimalen Suchbiumen kennen mit den Lauf-
zeiten

Alg0 4"

Algl n’+6n"+Tn+2

Alg 2 (250* —9n+16)/2

Alg 3 5nlog n—2578n—2,5 log n+21.84
Alg 4 54n+13.

Die niachste Tabelle gibt die Laufzeit (in Zeiteinhei-
ten) der 5 Algorithmen fiir einige ProblemgroBen
wieder.

Alg 0 Alg | Alg 2 Alg 3 Alg 4
5 1024 312 208 203 283
10 1048576 1672 1213 438 553
50 103° 140352 31033 27108 2713
100 10%° 10° 124558 5905 5413
500 1.26 -10% 3.1-10° 35304 27013
1000 10° 1.25-107 75606 54013
5000 1.25- 10" 3.1-10° 436084 270013
10000 102 1.25-10° 922174 540013
100000 10%3 1.25-10'" 109-10° 54-10°

Man sicht sehr deutlich die Explosion der Laufzeit

bei Alg 0 und den immer deutlicher werdenden Unter-
schied zwischen den anderen Algorithmen. Dieser
Sachverhalt wird noch einpriagsamer beschrieben durch
folgenden Vergleich:
Nehmen wir an. wir hitten eine Anlage, die 10*
Instruktionen/Sekunde ausfithren kann und wir wiren
bereit 1 min Rechenzeit zu bezahlen. Bis zu welcher
GroBe konnen wir dann Suchbidume konstruieren?

Alg O Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg 4
", 71—8 37 &9 809 1111
maximal los-
bares Problem
in | min
", 9—-10 32 219 6710 11110
maxima] los-
bares Problem
ini 10 min
ny=n,+2 nyn, =221 nyn;=317 nyn;=829 nym;=10
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Falls diese GroBe nicht ausreicht, kOnnen wir eine
schnellere Maschine benutzen (etwa 10° In-
struktionen/Sekunde) oder mehr Rechenzeit verwen-
den (etwa 10 Minuten). Die zweite Zeile in obiger
Tabelle gibt die maximale GroBe des dann l6sbaren
Problems wieder. Bei sehr ineffizienten Algorithmen
(Alg 0) hat der Ubergang zur schnellen Maschine
praktisch keinen EinfluB, bei Alg 1 (Alg 2, Alg 4)
gewinnen wir den Faktor

~/10=2.17(~]/10=3.16, 10).

Der Ubergang zum effizienten Algorithmus ist allemal
vielversprechender. Eine andere Betrachtungsweise ist
folgende: Nehmen wir an, wir konnten ein Problem der
GroBe n in t Zeiteinheiten 16sen. Dann brauchen wir ¢’
Zeiteinheiten, um ein Problem der GroBe n'=10n zu
l6sen. (Die angegebenen GroBen von ' erhdlt man
durch Einsetzen von 10n in die berechneten Laufzeiten).

Alg 0 Alg 1 Alg 2 Alg 3 Alg 4

= #9 1000 1 100 -t 10t +166n 10-1

Wir versuchten an einem Beispiel, die Entwicklung
und Analyse effizienter Algorithmen zu demonstrieren.
Entwicklung und Analyse beeinfluBten sich gegenseitig.
Die Analyse zeigte die kritischen Stellen der Algorith-
men auf und legte Modifikationen nahe, die Entwick-
lung gab Hinweise fiir die Analyse.

Literatur

1. Bayer, P.J.: Improved bounds on the cost of optimal and balanced
binary search trees. To appear in Acta Informatica

2. Fredman, M.L.: Two applications of a probabilistic search
technique: Sorting X + ¥ and building balanced search trees. 7th
ACM Sympeosium on Theory of Computing, 1975, pp. 240 — 244

3. Gilbert, E. N, Moore, E. F.: Variable-length binarv encodings. Bell
System Techn. J. 38, 933 —968 (1959)

4. Giittler, R., Mehlhorn, K., Schneider, W., Wernet, N.: Binary
search trees: Average and worst case behaviour. Gl-Jahrestagung
1976. Informatik-Fachberichte, Bd. 5. Berlin, Heidelberg, New
York: Springer 1976

5. Knuth, D. E.: The art of computer programming, Vol. 3: Sorting
and searching. New York: Addison Wesley 1973

6. Knuth, D. E.: Optimum binary search trees. Acta Informatica 1, 14
—25(1971)

7. Mehlhorn, K.: Effiziente Algorithmen. Stuttgart: Teubner 1977

Eingegangen am 11. Mai 1978

Prof. Dr. K. Mehlhorn
Fachbereich 10 der Universitat
D-6600 Saarbriicken



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9

