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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Vorwort

Im vergangenen Jahr riefen Letchford & Lodi [26] dazu auf, die primale Se-
parierung erneut zu untersuchen. Diesem Aufruf soll in dieser Diplomarbeit
gefolgt werden. Wir betrachten dazu das Max-Cut und das gradbeschrinkte
minimale Spannbaum Problem.

Seit einigen Jahren werden Schnittebenenverfahren oder Branch & Cut
zur Losung von ganzzahligen und gemischtganzzahligen linearen Program-
men sowie zur Losung kombinatorischer Optimierungsprobleme eingesetzt. Ein
Schnittebenenalgorithmus arbeitet mit einer Relaxierung des zu lésenden Pro-
blems. Diese wird mit Hilfe des dualen Simplex-Algorithmus optimal gel&st.
Dadurch kann bei einem Maximierungs- bzw. Minimierungsproblem eine obere
bzw. untere Schranke fiir die Optimallésung angegeben werden. Im Laufe des
Verfahrens wird die Relaxierung iterativ durch Hinzunahme weiterer Schnitt-
ebenen verbessert, bis deren Losung fiir das Gesamtproblem zuléssig ist. In
dieser Arbeit werden wir alle Verfahren, die mit dem dualen Simplex-Algo-
rithmus arbeiten, Standard-Verfahren nennen.

Beim primalen Ansatz arbeitet man immer mit einer fiir das Gesamtpro-
blem zulédssigen Losung. Diese wird nach Hinzufiigen weiterer Schnittebenen
durch den Einsatz des primalen Simplex-Algorithmus verbessert, um Opti-
malitédt zu erreichen. Der Vorteil der primalen Methode ist also, dass man
selbst bei Abbruch des Algorithmus eine fiir das gesamte Problem zuldssige
Losung hat. Eine Schranke zur Abschétzung der momentan besten bekann-
ten Losung erhélt man nicht. Sie kann jedoch leicht durch Loésung der zum
Zeitpunkt des Abbruchs des Algorithmus bestehenden Relaxierung berechnet
werden. Padberg & Hong [34] haben als Erste Anfang der 80er Jahre einen
Schnittebenenalgorithmus fiir das Handlungsreisendenproblem angegeben, der
als primaler Schnittebenenalgorithmus verstanden werden kann.

In der Veroffentlichung von Letchford & Lodi wurde darauf hingewiesen,
dass fast alle Losungsverfahren, die in der modernen Literatur zu finden sind,
die Standard-Variante benutzen. Das Problem, hier passende Schnittebenen
zu finden, die man zu der Relaxierung hinzufiigt, nennt man Standard-Sepa-
rierungsproblem. Benutzt man einen primalen Schnittebenenalgorithmus, so
muss man, um hinzuzufiigende Schnittebenen zu finden, ein so genanntes pri-
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males Separierungsproblem losen. Padberg & Grotschel [33] zeigten, dass man
vom komplexitédtstheoretischen Standpunkt aus das Standard-Separierungs-
problem nie schneller 16sen kann als das entsprechende primale Separierungs-
problem. Letchford & Lodi beschrieben in einigen Féllen sogar Verfahren, die
praktisch schneller primal separieren als die entsprechenden Standard-Verfah-
ren. Aus diesem Grund riefen sie dazu auf, primale Schnittebenenverfahren
und damit die primale Separierung nochmals zu untersuchen.

Die Erlduterungen der Begriffe, die zu solch einer Untersuchung notwendig
sind, finden sich in den Abschnitten des 1. Kapitels. Im Kapitel 2 werden die
primale und die Standard-Separierung definiert und einige bekannte komplexi-
tatstheoretische Resultate prasentiert. Die Anwendung der primalen Separie-
rung wird im Rahmen eines primalen Schnittebenenalgorithmus verdeutlicht.

Das Ising-Spin-Glas Modell wird in der statistischen Physik oft verwendet.
Die Berechnung der Grundzusténde solcher Modelle kann durch Loésen eines
Max-Cut Problems durchgefiihrt werden. Auch bei der Entwicklung von elek-
tronischen Halbleiterchips treten Probleme auf, die sich auf Max-Cut Proble-
me zuriickfithren lassen. Aus diesem Grund haben wir in Kapitel 3 die primale
Separierung fiir das Max-Cut Problem genauer untersucht. Hier stellte sich
heraus, dass im Vergleich zur Standard-Separierung keine Verbesserung bzgl.
der Laufzeiten fiir die einzelnen Separierungen erzielt werden konnten.

Giinther Raidl stellte uns auf einem gemeinsamen Treffen das gradbe-
schrankte minimale Spannbaum Problem vor, welches héufig bei der Planung
von Computernetzwerken auftritt. Er hatte bereits einen Standard Branch &
Cut Algorithmus fiir dieses Problem implementiert. Bei unserer Untersuchung
dieses Problems, die sich in Kapitel 4 findet, konnten wir fiir einige Unglei-
chungsklassen primale Separierungen herleiten, die schneller sind als die be-
kannten Standard-Separierungen. Dies motivierte uns, einen primalen Schnitt-
ebenenalgorithmus fiir das gradbeschriankte minimale Spannbaum Problem zu
implementieren. Unseres Wissens nach ist dies der erste primale Schnittebe-
nenalgorithmus fiir dieses Problem.

Im 5. Kapitel werden die gewonnenen theoretischen Erkenntnisse zusam-
mengefasst. Um unseren Algorithmus mit den aus der Literatur bekannten
Verfahren vergleichen zu kénnen, berechneten wir mehrere Instanzklassen, die
von anderen Autoren veroffentlicht wurden. Die dabei erzielten Rechenresul-
tate stellen wir vor. Fiir einige Instanzklassen zeigt sich, dass die Qualitdt der
Losungen unseres Algorithmus mit denen der besten bisher bekannten Verfah-
ren vergleichbar und teilweise sogar besser ist.

Eine Zusammenfassung dieser Diplomarbeit und ein Ausblick auf die Ent-
wicklung von primalen Branching Regeln wird im abschlieenden Kapitel 6
gegeben.
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1.2 Begriffe aus der Graphentheorie

Sowohl das Max-Cut als auch das gradbeschriankte minimale Spannbaum Pro-
blem sind mittels Graphen definiert. Die Graphentheorie stellt einige Begriffe
zur Untersuchung dieser Probleme bereit, die hier kurz zusammengefasst wer-
den.

Gegeben sei ein endlicher, ungerichteter Graph G = (V, E)) mit Knoten-
menge V und Kantenmenge E. Diesen assoziiert man mit dem reellen Vektor-
raum R™, bei dem die Komponenten der Vektoren durch die Elemente von E
indiziert werden. Die Anzahl der Knoten wird mit n := |V| und die Anzahl
der Kanten mit m := |E| abgekiirzt. Typischerweise nimmt man an, dass die
Knotenmenge V' = {1,2,...,n} ist, und gibt dann die Kanten ij mit 7,5 € V
als Paare dieser Knoten an. Da der Graph ungerichtet ist, gilt dabei ij = ji.
Existieren alle (g) moglichen Kanten 7j mit ¢ # j, so bezeichnet man den Gra-
phen G als vollstindig. Den vollstéindigen Graphen mit n Knoten nennt man
K,,. Eine Teilmenge der Knotenmenge V', die einen vollstdndigen Subgraph
von G bildet, nennt man Clique.

Die zu einer gegebenen Teilmenge der Kanten A C FE inzidenten Knoten
bilden die Menge

V(A):={ieV |ije A}.

Fiir jede Teilmenge S C V der Knotenmenge fasst man die Kanten des von S
induzierten Subgraphen zusammen als

ES):={ijeE|icS,jeS}

Im Gegensatz dazu nennt man die Menge der Kanten mit einem Ende in S
und dem anderen in V' \ S den durch S induzierten Schnitt (im Englischen
»cut”). Man schreibt dies als

0(S):={ijeE|ieS,j¢S5}.

Besteht die Menge S nur aus einem Knoten 4, so schreibt man verkiirzt §(7)
statt ({i}). Die Anzahl |6(7)| der Schnittkanten eines Knotens i bezeichnet
man als Knotengrad von i.

Die Kantenfolge (v1,v2),(v2,v3),...,(vy—1,v,) bildet einen Weg von v,
nach v,, wenn alle Knotenpaare vy, v; mit k # [ und k,1 € {1,...,r} paarweise
verschieden sind. Existiert zusétzlich zu diesem Weg eine Kante von v, nach
v1, und nimmt man diese zur Kantenfolge hinzu, so erhélt man einen Kreis
(v1,v2)y .y (Vr—1,0p), (U, V7).

Ein Graph G heifit zusammenhdingend, wenn fiir alle Knotenpaare 4, j mit
i # jund i, € {1,...,n} ein Weg von i nach j existiert. Ist ein Graph G
nicht zusammenhéngend, so zerfillt er in mehrere zusammenhéngende Sub-
graphen, die man Zusammenhangskomponenten nennt. Die Anzahl der Zu-
sammenhangskomponenten eines Graphen G = (V, E) bezeichnet man mit
s(V, E). Man nennt einen Graphen G = (V, E) 2-fach zusammenhdngend, wenn
G zusammenhéngend ist und jeder der aus G durch Entfernung eines beliebi-
gen Knotens ¢ mit den dazugehorigen adjazenten Kanten gebildeten Graphen
G = (V\{i},E\ 6(i)) zusammenhéngend bleibt.
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Man nennt jeden zusammenhéngenden und kreisfreien Subgraphen T eines
Graphen G einen Baum. Ist G zusammenhéngend und definiert T einen Baum
in G, der alle n Knoten enthélt, so handelt es sich bei T' um einen Spannbaum.

Fiir einen Schnitt §(S5), S C V definiert man den charakteristischen Vektor
Y e R™ wie folgt:

5(S) ._ 1 fallse € 5(5)
Xe 0 sonst

Diesen Vektor nennt man auch Inzidenzvektor des Schnittes §(S). Durch obi-
ge Definition erhilt man eine Bijektion zwischen den Schnitten von G und
deren {0,1} Inzidenzvektoren im R™. Ebenso definiert man fiir jede andere
Teilmenge T' C E den dazugehorigen charakteristischen Vektor:

v |1 fallseeT
Xe "= 0 sonst

Léasst man fiir 7" nur Spannbdume zu, so ergibt sich analog zu oben eine Bi-
jektion zwischen den Spannbdumen von G und deren {0,1} Inzidenzvektoren
im R™.

Gegeben sei nun ein endlicher, ungerichteter Graph G = (V, E), auf dessen
Kanten eine Kostenfunktion ¢ : E — R definiert sei. Analog kann fiir die
Knoten eine Gewichtsfunktion w : V' — R vorliegen. In beiden Fillen spricht
man von einem gewichteten Graphen, den man oft als Paar (G, ¢) oder (G, w)
angibt. Die Kosten einer Kante bezeichnet man mit c. oder c¢;;, die eines
Knotens mit w;. Mit den Kosten einer Teilmenge 7' C E meint man die Summe
der Kantenkosten der Elemente von T', d.h.

o(T) == Z Ce
ecT
Die Kosten eines Schnittes ergeben sich somit als
c(0(9)) := Z Ce = Z Cij-
e€d(S) i€8,j¢8

Analog ist mit dem Gewicht einer Teilmenge S C V die Summe der Knoten-
gewichte der Elemente von S gemeint, also

w(S) = Zwi.

icS
1.3 Hilfsmittel aus der Polyedertheorie

Sowohl bei Branch & Cut als auch bei Schnittebenenverfahren benutzt man
Mittel der polyedrischen Kombinatorik, weswegen hier nun einige Begriffe aus
der Polyedertheorie erldutert werden.

Falls X C R™ so bezeichnet man mit

cone(X) := {Z Ao | Ay € RZY fiir alle z € X}
rzeX
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die konische Hiille und mit

conv(X) := {Z Aoz | Ay € R0 fiir alle 2 € X und Z Ar =1}
zeX rzeX

die konveze Hiille von X.
Sei 7 eine nichtleere endliche Klasse von Teilmengen der Kantenmenge F
von G. Die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren aller T' € 7 ist ein Polytop:

PH(G) == conv{xT | T € T}
Analog wird ein Konus definiert:
C*(G) := cone{x” | T € T}

Offensichtlich gilt PZ(G) C C%(G). Da die Ecken von P%(G) genau die In-
zidenzvektoren x? sind und laut Definition x7 € {0,1}"™ gilt, spricht man
auch von einem 0/1 Polytop. Mit Hilfe solch eines Polytops und eines Vektors
c € R™ lasst sich ein zugehoriges Programm formulieren:

max CT x

st.x e PT (P)

Zu jeder Optimallosung dieses Programms gibt es eine Ecke x” des Polytops,
die den gleichen Zielfunktionswert wie die Optimallésung hat. Um Techni-
ken der linearen Programmierung zur Losung dieses Programms anwenden zu
konnen, muss man das Polytop P? als Losungsmenge eines endlichen Unglei-
chungssystems darstellen:

PL={zeR™| Az < b}

Diese zweite Darstellung existiert nach Theoremen von Minkowski und Weyl.
Um den Zusammenhang zwischen Polytopen und linearen Gleichungssystemen
herzustellen, verwendet man folgende Definitionen:

Fiir a € R™,ap € R heit H = {x € R™ | a’z < ao} Halbraum. Ein
Polyeder ist der Durchschnitt endlich vieler Halbriume:

P={zeR™| Az <b} mit A e R"™ beRF

Wenn eine Konstante R existiert, so dass maxj<i<m |z < R fir alle
x = (z;)[, € P, dann ist das Polyeder beschriankt und damit ein Polytop.
Somit ldsst sich (P) auch als lineares Programm schreiben

max CT.%'

st. Az <b (LP)

Es gibt einen auf der Fourier-Motzkin Elimination basierenden endlichen
Algorithmus, der das Polytop PZ von der einen in die andere Darstellungs-
form iiberfiithrt. Allerdings ist dieser wegen seiner nichtpolynomiellen Laufzeit
nur fiir kleine Probleminstanzen praktikabel. Wenn man zu jeder beliebigen
Instanz eines N P-schwierigen Problems alle linearen Ungleichungen, die das
assoziierte Polytop definieren, in polynomieller Zeit aufzihlen konnte, gibe es
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mit Hilfe der polynomiellen Ellipsoid-Methode ein Verfahren, um das Problem
in polynomieller Zeit zu l6sen. Dies wiirde bedeuten, dass P = NP ist. Zum
heutigen Zeitpunkt vermutet man allerdings, dass P # NP gilt. Also versucht
man, das Problem zu relaxieren, d.h., man benutzt nur ein Teilsystem von
Ungleichungen:

max CTCC

st.xeP
PO PL (LP

relax)

Fiir die Auswahl der Ungleichungen, die bei der Relaxierung benutzt werden,
sind folgende Definitionen hilfreich:
Eine Ungleichung a”x < ag ist giiltig bzgl. einer Teilmenge X C R™ gdw.

X C{zeR™|a’z < ag}.

Sei P ein Polyeder. F' C P heifit Seitenfldche von P, falls es eine fiir P giiltige
Ungleichung a”z < ag gibt, so dass

F={zeP|a's=a}.

Falls F' # P, so ist F eine echte Seitenfliche. Die Dimension eines Polyeders
ist
dim(P) := affrang(P) — 1,

wobei affrang(P) die maximale Anzahl affin unabhéngiger Punkte in P ist. Es
gilt allgemein:
0 € P = dim(P) = rang(P),

wobei rang(P) die maximale Anzahl linear unabhingiger Punkte in P ist. Ei-
ne Seitenfliche F' der dim(F') := affrang(F') — 1 = 0, also F' = {z}, heifit
Ecke von P. Ist F' eine nicht leere, echte Seitenfliche, die dim(P) viele affin
unabhéngige Punkte enthilt, so spricht man von einer Facette. Lisst man bei
der Beschreibung eines Polytops eine Facette weg, dann &ndert sich das Po-
lytop. Somit sind Facetten die Ungleichungen, die bevorzugt zur Relaxierung
verwendet werden.

Bei Schnittebenenverfahren und Branch & Cut hat man zu jedem Zeit-
punkt ein Teilsystem von fiir PZ giiltige Ungleichungen. Dieses soll in gewissen
Schritten der obigen Verfahren durch weitere geeignete Ungleichungen ergénzt
werden. Durch Losen des so genannten Separierungsproblems kann man solche
Ungleichungen finden. Da die Geschwindigkeit obiger Verfahren unter ande-
rem von der Geschwindigkeit der zugrunde liegenden Separierung abhéngt,
soll diese hier nun weiter untersucht werden.



Kapitel 2

Primale Separierung

Zu Anfang dieses Kapitels werden in Abschnitt 2.1 die primale und die Stan-
dard-Separierung definiert und verglichen. Anschlieend werden die Definitio-
nen in 2.2 auf 0/1 Polytope iibertragen und die dazugehorigen komplexitéits-
theoretischen Resultate priisentiert. Abschnitt 2.3 gibt einen kurzen Uberblick
tiber die Entwicklung von Schnittebenenverfahren in den letzen 45 Jahren mit
besonderem Schwerpunkt auf primale Verfahren und die primale Separierung.
Der zentrale Abschnitt 2.4 dieses Kapitels stellt unseren primalen Schnittebe-
nenalgorithmus vor. Abschliefend werden in 2.5 einige Resultate zur primalen
Separierung fiir Probleme zusammengefasst, die in Letchford & Lodi [27] be-
trachtet werden, némlich das Stabile Menge Problem, das Rucksack Problem
und das Handlungsreisendenproblem.

2.1 Unterschied zwischen primaler und Standard-
Separierung

Bei Schnittebenenverfahren oder auch Branch & Cut tritt in den Standard-
Varianten die Situation auf, dass ein Polytop P und ein Punkt z* € R™
gegeben sind. Es soll eine Schnittebene gefunden werden, die fiir P giiltig ist
und den Punkt z* abschneidet. Abbildung 2.1 zeigt solch eine Schnittebene.
Diese wird dem aktuellen Ungleichungssystem hinzugefiigt, um im n#chsten

Abbildung 2.1: Die gestrichelte Linie zeigt eine Standard-Schnittebene, die fiir
das Polytop P giiltig ist und den Punkt z* abschneidet.
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Durchlauf einen von z* verschiedenen Punkt zu finden. Das Problem, solch
eine Schnittebene zu finden, nennt man

Standard-Separierungsproblem: Gegeben sei * € R™. Finde eine
Ungleichung, die fiir P giiltig ist und durch x* verletzt wird, oder beweise,
dass solch eine nicht existiert.

Grotschel, Lovész & Schrijver [20], Karp & Papadimitriou [23] sowie Padberg
& Rao [35] zeigten unter geeigneten Voraussetzungen, dass ein Optimierungs-
problem genau dann in polynomieller Zeit gelost werden kann, wenn das Se-
parierungsproblem fiir das gesamte Polytop P, das die konvexe Hiille aller
zuldssigen Losungen beschreibt, in polynomieller Zeit gelost werden kann. Ist
das zu betrachtende Optimierungsproblem N P-schwierig, so ist damit auch
das zugehorige Separierungsproblem N P-schwierig. In diesem Fall betrachtet
man nicht das ganze Polytop P sondern nur eine Klasse von giiltigen Unglei-
chungen, die eine partielle Beschreibung des Polytops P darstellen. F1iir viele
der bekannten kombinatorischen Optimierungsprobleme kennt man solche Un-
gleichungsklassen. Das Separierungsproblem lautet dann wie folgt:

Standard-Separierungsproblem fiir eine Klasse F von Unglei-
chungen: Gegeben sei z* € R™. Finde ein Mitglied von F, das durch
x* verletzt wird, oder beweise, dass solch eines nicht existiert.

Die Schwierigkeit dieses Separierungsproblems hingt hierbei von der Klasse
der Ungleichungen und dem Optimierungsproblem ab. Fiir einige Klassen gibt
es polynomielle Separierungsverfahren, wohingegen man von anderen weif3,
dass ihre Separierung N P-schwierig ist.

Bei der primalen Variante hat man zusétzlich zu einem Vektor z* € R™
noch einen weiteren Vektor x € R™ gegeben. Dieser représentiert die momen-
tan beste zuldssige Losung und ist aufgrund der Arbeitsweise obiger Verfah-
ren ein Eckpunkt des Polytops P. Fiigte man nun dem Gleichungssystem eine
Schnittebene im Sinne der oben genannten Standard-Separierung hinzu, so wé-
re der neu berechnete Punkt & = ex*+ (1 —¢)Z mit 0 < € < 1 nur eine konvexe
Kombination von z* und z. Geht man davon aus, dass P ein 0/1 Polytop ist,
dann wére  immer noch fraktional und man wiirde weder einen Fortschritt
in Hinblick auf das Auffinden einer besseren Losung noch auf den Beweis der
dualen Zuléssigkeit und damit Optimalitédt von & erreichen. Um dies zu ver-
hindern, verlangt man zusétzlich von der zu findenden Ungleichung, dass Z sie
mit Gleichheit erfiillt. Anzumerken ist, dass diese intuitive Uberlegung auch
auf gemischte 0/1 Probleme iibertragbar ist. Sie gilt allerdings nicht mehr fiir
allgemeine ganzzahlige Probleme, denn eine konvexe Kombination von x* und
Z kann selbst dann ganzzahlig sein, wenn x* es nicht ist.

Also gilt es nun, eine Schnittebene zu finden, auf der z liegt und die x*
abschneidet. Solch eine primale Schnittebene ist in Abbildung 2.2 dargestellt.
Das dazugehorige Problem heifit

Primales Separierungsproblem: Gegeben seien z* € R™ und z, wel-
cher ein Eckpunkt von P ist. Finde eine Ungleichung, die fiir P giiltig
ist, durch z* verletzt wird und durch Z mit Gleichheit erfiillt wird, oder
beweise, dass solch eine nicht existiert.
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Abbildung 2.2: Eine fiir das Polytop P giiltige primale Schnittebene ist durch
die gestrichelte Linie dargestellt. Sie hat die Eigenschaften, dass sie x* ab-
schneidet und Z auf ihr liegt.

Analog zu oben lautet die Definition fiir eine Klasse von fiir P giiltige Unglei-
chungen:

Primales Separierungsproblem fiir eine Klasse F von Unglei-
chungen: Gegeben seien z* € R™ und z, welcher ein Eckpunkt von P
ist. Finde ein Mitglied von F, das durch z* verletzt wird und durch &
mit Gleichheit erfiillt wird, oder beweise, dass solch eines nicht existiert.

Nach einer Idee von Padberg & Grotschel [33] kann die primale Separierung
auf die Standard-Separierung reduziert werden kann. Man zeigt, dass eine
Ungleichung das primale Separierungsproblem genau dann 16st, wenn sie das
Standard-Separierungsproblem fiir den Punkt ex* + (1 —¢)z lost, wobei ¢ eine
kleine positive Zahl ist, deren Kodierungslédnge polynomiell in der Kodierungs-
linge der Ungleichungen ist, die P definieren.

Diese Reduktion gilt sowohl fiir eine Klasse von Polytopen als auch fiir
eine Klasse von Ungleichungen. Vom komplexitétstheoretischen Standpunkt
aus betrachtet bedeutet es, dass die primale Separierung nicht schwieriger
als die Standard-Separierung ist. Bis jetzt ist allerdings nicht bekannt, ob
die Riickrichtung gilt, d.h., ob beide polynomiell dquivalent sind. Es besteht
also noch die Moglichkeit, dass die primale Separierung einfacher ist als die
Standard-Separierung.

Das Separierungsproblem fiir eine Klasse F von Ungleichungen besteht bei
genauerer Betrachtung aus zwei Aufgaben:

1. Es soll ein Mitglied von F gefunden werden, das den gegebenen Bedin-
gungen entspricht.

2. Falls solch ein Mitglied nicht existiert, soll dafiir der Beweis erbracht
werden.

Wenn ein Separierungsalgorithmus kein verletztes Mitglied findet und zusétz-
lich beweist, dass es keines mehr geben kann, so spricht man von ezxakter
Separierung. Fiir manche Ungleichungsklassen kennt man jedoch keinen poly-
nomiellen Separierungsalgorithmus oder weif}; dass das Separierungsproblem
NP-schwierig ist. In diesen Fillen sucht man mittels Heuristiken nach verletz-
ten Ungleichungen. Terminieren solche Verfahren, ohne ein verletztes Mitglied
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zu finden, kann nicht garantiert werden, dass es wirklich kein verletztes Mit-
glied mehr gibt. Die Separierung ist also nicht exakt.

2.2 0/1 Separierung

Bei kombinatorischen Optimierungsproblemen besteht die Lésung aus der Aus-
wahl von Elementen aus einer endlichen diskreten Menge. Hierzu z#hlen auch
einige Optimierungsprobleme aus der Graphentheorie, wo es um die Auswahl
von Knoten oder Kanten geht, wie z.B. bei Max-Cut oder gradbeschrinkten
minimalen Spannbiumen. Bei dem zu solch einem Problem gehorigen Poly-
top wissen wir, dass es ein 0/1 Polytop ist. Der Punkt Z ist ein Eckpunkt
dieses Polytops, woraus folgt, dass & € {0,1}™. Man spricht hier von einem
0/1 Punkt. Fiir diese speziellen Polytope definiert man analog zu oben folgende
Separierungsprobleme:

Standard 0/1 Separierungsproblem: Gegeben sei z* € R™. Finde
eine Ungleichung, die fiir P giiltig ist und durch x* verletzt wird, oder
beweise, dass solch eine nicht existiert.

Standard 0/1 Separierungsproblem fiir eine Klasse F von Un-
gleichungen: Gegeben sei z* € R™. Finde ein Mitglied von F, das
durch x* verletzt wird, oder beweise, dass solch eines nicht existiert.

Primales 0/1 Separierungsproblem: Gegeben seien z* € R™ und
Z, welcher ein 0/1 Eckpunkt von P ist. Finde eine Ungleichung, die fiir
P giiltig ist, durch z* verletzt wird und durch Z mit Gleichheit erfiillt
wird, oder beweise, dass solch eine nicht existiert.

Primales 0/1 Separierungsproblem fiir eine Klasse F von Un-
gleichungen: Gegeben seien z* € R™ und z, welcher ein 0/1 Eckpunkt
von P ist. Finde ein Mitglied von F, das durch z* verletzt wird und
durch Z mit Gleichheit erfiillt wird, oder beweise, dass solch eines nicht
existiert.

Eisenbrand, Rinaldi & Ventura [13] lieferten den fehlenden Reduzierbarkeits-
beweis in einer Kette von Beweisen, welche zeigt, dass die primale 0/1 Sepa-
rierung polynomiell dquivalent zur Standard 0/1 Separierung ist. Sie zeigten,
dass das 0/1 Augmentierungsproblem auf die primale 0/1 Separierung redu-
ziert werden kann. Beim 0/1 Augmentierungsproblem ist gefordert, zu einem
gegebenen 0/1 Punkt eine bessere Losung zu finden oder zu beweisen, dass
dieser Punkt schon optimal ist. Wie schon gesehen, kann die primale 0/1 Se-
parierung auf die Standard 0/1 Separierung reduziert werden. Ebenfalls wurde
schon bemerkt, dass die Standard-Separierung und das Optimierungsproblem
polynomiell dquivalent sind, was auch fiir die 0/1 Varianten gilt. Grotschel
& Lovéasz [19] sowie Schulz, Weismantel & Ziegler [41] bewiesen, dass das
0/1 Optimierungsproblem und das 0/1 Augmentierungsproblem polynomiell
dquivalent sind, womit sich die Kette der Reduktionsbeweise schliefit. Abbil-
dung 2.3 zeigt die zeitliche Entwicklung dieser Beweiskette.

Als wichtiges Resultat daraus ldsst sich festhalten, dass die primale
0/1 Separierung genau dann N'P-schwierig ist, wenn das zugehorige Optimie-
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Groétschel, Lovész & Schrijver 1981
Karp & Papadimitriou 1980
Padberg & Rao 1981

|Standard 0/1 Separierung | Sy |O/1 Optimierungsproblem |

2, Schulz, Weismantel & Ziegler 1995

Padberg & Grétschel 1985 vl Grotschel & Lovier 1095
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Eisenbrand, Rinaldi & Ventura 2001

Abbildung 2.3: Entwicklung der Beweiskette zur polynomiellen Aquivalenz der
primalen 0/1 Separierung und der Standard 0/1 Separierung.

rungsproblem N P-schwierig ist. Fiir Probleme wie z.B. das Max-Cut Problem
oder gradbeschréankte minimale Spannb&ume steht damit aber immer noch die
Moglichkeit offen, dass die primale Separierung fiir eine Klasse von Ungleichun-
gen konzeptuell einfacher und dadurch praktisch schneller durchfiithrbar ist als
die Standard-Variante. Dies wird in den Kapiteln 3 und 4 untersucht, wobei
verkiirzt nur von Separierung statt von 0/1 Separierung gesprochen wird.

2.3 Entwicklung der primalen Separierung

Vergleicht man die Anzahl der Veroffentlichungen zur Standard-Separierung
mit denen, die es zur primalen Separierung gibt, so erhélt man den Eindruck,
dass sich fast alle Arbeiten innerhalb dieses Bereiches auf die Standard-Sepa-
rierung konzentrieren. Die primale Variante wurde bis auf einige Ausnahmen
auler Acht gelassen. Dies hat wahrscheinlich eine historische Begriindung.
Etwa zehn Jahre nach der Entwicklung des Simplex-Algorithmus durch
Dantzig, genauer gesagt im Jahre 1958, leitete Gomory zum ersten Mal eine
Schnittebene her, um sie in einem Schnittebenenalgorithmus zu verwenden.
Er benutzte sie im dualen Kontext, was vermutlich dazu gefiihrt hat, dass die
Entwicklung und Verbesserung von Schnittebenenalgorithmen fast ausschlief3-
lich in Richtung der dualen Variante vorangetrieben wurde. Gomory leitete
seine Schnitte aus den Zeilen des Simplex-Tableaus her. Sie waren allgemeiner
Natur und damit nicht problemspezifisch. Anfang der 60er Jahre wurde Go-
mory’s Methode von Ben-Israel & Charnes benutzt, um analog einen primalen
Schnittebenenalgorithmus zu erstellen, der 1965 von Young verbessert wurde.
Er war der erste primale Schnittebenenalgorithmus, der nur fiir ganzzahlige
lineare Programme geschrieben wurde. Im Jahre 1968 wurde dieser Algorith-
mus durch Young selbst [46] vereinfacht. Der Algorithmus neigt typischerweise
dazu, lange Abfolgen degenerierter Pivots zu erzeugen, bei denen, obwohl neue
Schnitte hinzugefiigt werden, die derzeitig zulédssige und ganzzahlige Losung
dieselbe bleibt. Glover [18] und Arnold & Bellmore [1, 2, 3] versuchten, dieses
Problem zu beheben, und modifizierten den Algorithmus. Der letzte Verbes-
serungsvorschlag kam 1997 von Sharma & Sharma [42]. Die resultierenden
Algorithmen kénnen dennoch nicht mit dualen fraktionalen Schnittebenenal-



16 KAPITEL 2. Primale Separierung

gorithmen und erst recht nicht mit Branch & Cut konkurrieren.

Den Ansatz, den Padberg & Hong [34] 1980 zur Losung des Handlungsrei-
sendenproblems verfolgten, unterschied sich in einigen Punkten von Young’s
Ansatz. Sie benutzten nur ein Teilsystem von Ungleichungen und fiigten nur
Schnitte hinzu, die Facetten definieren. Zusétzlich erlaubten sie, dass mehrere
Schnitte bei einer Iteration hinzugefiigt wurden. Um diese Ungleichungen zu
finden, entwickelten sie Identifizierungsalgorithmen, welche in der modernen
Literatur Separierungsalgorithmen genannt werden. Diese Identifizierungsal-
gorithmen suchten nach Ungleichungen, die nicht nur den fraktionalen Vektor
x* abschneiden, sondern zusétzlich durch die aktuelle Losung  mit Gleichheit
erfiillt werden. Es handelte sich also um die ersten primalen Separierungsal-
gorithmen. Fiinf Jahre spéter bewiesen Padberg & Grotschel [33], dass diese
zusétzliche Bedingung keine Erschwernis ist, indem sie die primale Separierung
auf die Standard-Separierung reduzierten.

Der primale Ansatz von Padberg & Hong hatte bis auf sehr wenige Aus-
nahmen keine Auswirkung auf die Forschung in diesem Bereich. Barahona &
Titan [5] entwickelten 1991 einen Algorithmus zur Losung des Max-Cut Pro-
blems, der zu jedem Zeitpunkt eine zulédssige Losung hat und deswegen ,,in
diesem Sinne als ein primaler Algorithmus gesehen werden kann”. Eine weite-
re Ausnahme ist die Veroffentlichung von De Simone & Rinaldi [9] von 1994.
Hier wurde zur Lésung des Max-Cut Problems auf vollsténdigen Graphen die
Zielfunktion direkt am Anfang bzgl. einer Startlosung umgeschaltet (Begrif-
fe und Resultate zur Umschalt-Operation sieche Abschnitt 3.3). AnschlieBend
leiteten sie ein neues Kriterium zur Uberpriifung der Optimalitit einer ge-
fundenen Lésung her. Da sie nach dem Umschalten standardméfig auf dem
Schnitt-Konus separierten, betrieben sie indirekt primale Separierung, wenn
auch nur bzgl. eines festen Vektors Z.

Erst im vorletzten Jahr begann das Interesse an der primalen Separierung
wieder zu wachsen. Letchford & Lodi [26, 27] riefen dazu auf, die primalen
Schnittebenenalgorithmen erneut zu untersuchen, und Eisenbrand, Rinaldi &
Ventura [13] lieferten das fehlende Teilstiick zum Beweis, dass die 0/1 Varian-
ten der primalen und Standard-Separierung polynomiell dquivalent sind.

2.4 Ein primaler Schnittebenenalgorithmus

Um die Anwendung der primalen Separierung zu verdeutlichen, wird nun
ein primaler Schnittebenenalgorithmus fiir 0/1 Probleme vorgestellt, der ei-
ne iiberarbeitete Version des Algorithmus von Letchford & Lodi [26] ist. Den
ersten Algorithmus dieser Art stellten Padberg & Hong [34] vor.

Fiir 0/1 Probleme ist, wie schon in Abschnitt 2.1 gesehen, intuitiv klar,
warum man bei der primalen Separierung zusétzlich fordert, dass die aktuelle
Losung auf einer gefundenen Schnittebene liegen soll. Da auch das Max-Cut
Problem und gradbeschréinkte minimale Spannb&dume zu den 0/1 Problemen
gehoren, reicht die Beschrinkung des Algorithmus auf diese Art von Problemen
in unserem Kontext aus.

Das zu losende 0/1 Problem muss als lineares Programm formuliert vorlie-
gen. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass dabei das zugrunde liegende
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Ungleichungssystem zur expliziten Speicherung zu grof ist. Dies ist in der Pra-
xis oft der Fall, weil bei vielen Problemen eine vollstéindige Beschreibung des
Polytop P nicht bekannt ist oder sie eine exponentielle Grofie hat. In unserem
Zusammenhang stellt also Az < b immer nur eine Relaxierung des Problems
dar, die durch die Hinzunahme von Schnittebenen bei jeder Iteration verbes-
sert wird.

Unser Algorithmus startet mit einer fiir das Gesamtproblem zuldssigen Lo-
sung, welche ¥ genannt wird. Diese sollte vorzugsweise ,,gut” sein. Das Ziel ist
es, die Losung T zu verbessern, indem sie durch eine andere Ecke des Polytops
P ersetzt wird. Dies geschieht so lange, bis keine Verbesserung mehr moglich
ist und die Optimalitdt bewiesen werden kann. Das zu Z passende Simplex-
Tableau ldsst sich leicht konstruieren: alle x;, die bei der Startlosung auf 1
gesetzt sind, bilden die Basis B. Die restlichen Variablen werden in die Nicht-
basis N eingefiigt. Setze Az = I und alle Eintriige von b auf 1, wobei I die
Einheitsmatrix ist. Deren Dimension und die Dimension von b sind gleich der
Anzahl der auf 1 gesetzten Eintrége von z. Alle Eintrage in Ay sind gleich 0.
Ist zum Beispiel Z = (0,1,1,0,0)7 eine Losung, dann setzt man B = {2,3},
N =1{1,4,5}, A= ( 8 é (1) 8 8 ) und b = < 1 ) Anschlieflend wird A
mit Hilfe von Schlupfvariablen s; > 0, die auch zur Nichtbasis N hinzugefiigt
werden, von

max ¢l z

s.t. Az <b
0<x; <1 firi=1,...,m

nach

max ¢l z

st. Az +Is=1b
0<z; <1 firi=1,...,m
s>0

transformiert. Die Dimension von I und damit auch die Anzahl der Eintrége
von s wird so gewéihlt, dass sie zur Anzahl der Zeilen von A passt. Das so
konstruierte Tableau beinhaltet einige der Nebenbedingungen 0 < z; < 1, die
meistens als Schranken an das jeweilige Programm iibergeben werden, welches
das lineare Programm 16st. Im Folgenden wird immer nur von A gesprochen,
womit allerdings nicht das urspriingliche A sondern die Erweiterung mit den
Spalten fiir die Schlupfvariablen gemeint ist.

Ist das zu = gehorige Tableau dual zuléssig, so ist & optimal, und der
Algorithmus stoppt. Falls dies nicht der Fall ist, wird ein primaler Simplex-
Schritt durchgefiihrt, der einen neuen Losungsvektor Aglb liefert. Setze nun
z* € R™ wie folgt:

X { (Ag'b); falls die i-te Zeile von A zur Basisvariablen z; gehort
J

T = 0 falls ; nicht in der Basis ist

Falls z* binér ist, so wird getestet, ob x* fiir das gesamte Problem zuléssig ist.
Dieser Test wird von einer externen Routine gemacht. Beim Max-Cut Problem
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wird z.B. getestet, ob x* einen Schnitt darstellt. Wird dieser Test erfiillt, so
wurde eine Losung gefunden, die von nun an das neue Z darstellt. Hierbei
kann es sich um die gleiche oder eine bessere Losung handeln. Auch wenn die
gleiche Losung gefunden wurde, ist es wichtig, die neue Basis zu speichern, da
sich diese im Vergleich zur alten Basis veréndert hat.

Ist * nicht binéir oder nicht fiir das gesamte Problem zuléssig, dann wird
eine primale Schnittebene generiert, die * abschneidet. Diese wird zum Ta-
bleau, welches zu T gehort, hinzugefiigt. Von diesem Tableau ausgehend wird
wieder ein primaler Simplex-Schritt durchgefiihrt, der wiederum ein anderes
x* liefert usw. Der Algorithmus terminiert, wenn bewiesen werden konnte, dass
das zu z gehorige Tableau dual zuléssig ist.

Im Gegensatz zur Standard-Separierung kann der Fall auftreten, dass das
gegenwirtig gefundene bindre x* nicht fiir das Gesamtproblem zuléssig ist,
aber keine primale Schnittebene gefunden werden kann, die es abschneidet. In
diesem Fall muss einmal die Standard-Separierung aufgerufen werden, um die-
ses x* mittels einer Standard-Schnittebene abzuschneiden. Wenn fiir einen un-
zuldssigen fraktionalen Punkt x* keine primale Schnittebene gefunden werden
kann, dann sind die Voraussetzungen fiir einen gemischtganzzahligen Gomory-
Schnitt gegeben. Dieser fungiert in diesem Zusammenhang immer als primale
Schnittebene, was wir gegen Ende dieses Abschnittes beweisen werden.

Die eben beschriebenen Fille konnen anhand eines Beispiels verdeutlicht
werden. Gegeben sei dazu das folgende lineare 0/1 Programm:

max i + o + I3
st.x1+2x9<1

1 +w3 <1

To+w3 <1

z; € {0,1} firi =1,2,3

Angenommen, nur die ersten beiden Ungleichungen sind in der momentanen
Relaxierung aufgenommen, und die gegenwirtig beste gefundene Losung sei
T = (1,0,0)”. Ein zugehoriges Simplex-Tableau ist

T3 S1 82

1] 1 -1 o0

xv 1] 1 0 1
T2 0‘ 11 A1

x1 verlédsst nun die Basis, und x3 wird stattdessen in die Basis aufgenommen.

T S1 59

2] -1 -1 -1

z3 1| 1 0 1
zy 1 ‘ 1 1 0

Der neu gefundene Vektor ist demnach x* = (0,1,1)T. Er ist nicht fiir das
Gesamtproblem zuldssig, denn er verletzt die dritte Ungleichung. Ein primaler
Separierungsalgorithmus findet diese Ungleichung jedoch nicht, da & sie nicht
mit Gleichheit erfiillt. Also wird die Standard-Separierung aufgerufen, die die
Ungleichung zs+x3 < 1 findet. Die Schlupfvariable s3 wird dieser Ungleichung
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hinzugefiigt und in die Basis aufgenommen. Durch die Nichtbasisvariablen
lasst sich die Schnittebene dann darstellen als s3 = —14 2x1 + 1 + S92, so dass
das neue Tableau wie folgt aussieht:

Ty S1 82

2] -1 -1 -1
zg 1| 1 0 1
zz 1| 1 1 0

s -1] -2 -1 -1

Da dieses Tableau nicht mehr primal zuléssig ist, wird eine neue zuléssige Basis
mit Basislosung T berechnet.

xr3 S1 S2

1] 1 -1 0
z; 1] 1 0 1
e 0] -1 1 -1
s3 1] 2 -1 1

Nach einem anschlieenden primalen Simplex-Schritt sieht das Tableau wie

folgt aus:

§3 81 52

3| L 1 1

2 2 T2 T2

1 11 1

rLog| 202 2

1 101 1

T2 3| 2 2 72

1 1 1 1

T3] 2 "3 2

Daraus resultiert der fraktionale Vektor z* = (%, %, %)T Da die primale Sepa-

rierung keine primale Schnittebene finden kann, wird nun ein gemischtganz-
zahliger Gomory-Schnitt generiert. Unabhéngig davon, aus welcher Zeile des
Tableaus dieser gewonnen wird, lautet er —%31 - %32 — %33 < —%. Driickt
man ihn mit Hilfe der z-Variablen aus, so erhélt man x1 + zo + x3 < 1. Diese
Schnittebene wird von Z = (1,0,0)” mit Gleichheit erfiillt und schneidet den
fraktionalen Vektor z* = (%, %, %)T ab. Somit 16st sie das primale Separie-
rungsproblem.

Man geht nun wieder von dem zu  gehorenden Tableau aus. Nachdem die
Schlupfvariable s4 zum gemischtganzzahligen Gomory-Schnitt hinzugefiigt und
in die Basis aufgenommen wurde, kann man sie durch die Nichtbasisvariablen

ausdriicken als s, = —x3 + s1. Das Tableau ist damit

xr3 S1 82

1] 1 -1 o
I 1 0 1
za O -1 1 -1
sy 1 11
sg 0] 1 -1

Nach einem primalen Simplex-Schritt, der s4 aus der Basis nimmt und z3
hinzufiigt, gelangt man zu
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17 -1 0 O
z; 1| -1 1 1
i) 0 1 0 -1
s3 1] 2 1 1

I3 0 1 -1 0

Das Tableau ist primal und dual zuldssig, womit die Optimalitét des fiir das
Gesamtproblem zulissigen Vektors (1,0,0)7 bewiesen ist.

Die zu dem Vektor z gehorige Basis und Nichtbasis nennen wir im Fol-
genden B bzw. N. Mit B und N werden die Basis bzw. Nichtbasis des Table-
aus bezeichnet, auf dem die Simplex-Schritte durchgefiihrt werden. Der durch
das Tableau gegebene Losungsvektor sei x*. Unser primaler Schnittebenen-
algorithmus lésst sich nun wie folgt skizzieren:

e Schritt 1: Finde einen guten Startvektor Z und konstruiere dazu das ent-
sprechende Tableau mit Matrix A, Vektor b, Basis B und Nichtbasis N.
Setze z* =%, B=Bund N = N.

e Schritt 2: Falls das zu z* gehorige Tableau dual zuléssig ist, stoppe mit
»,Optimale Losung gefunden”.

e Schritt 3: Fiihre einen primalen Simplex-Schritt durch. Sei x* der neu
erhaltene Vektor.

e Schritt 4: Falls «* bindr und fiir das Gesamtproblem zuléssig ist, spei-
chere z = z*, B = B und N = N und gehe zu Schritt 2.

e Schritt 5: Rufe die primale Separierung fiir bekannte Ungleichungsklas-
sen auf. Falls verletzte Ungleichungen gefunden werden, setze B = B
und N = N, fiige eine oder mehrere der gefundenen Schnittebenen dem
Tableau hinzu und gehe zu Schritt 3.

e Schritt 6: Falls * bindr aber nicht fiir das Gesamtproblem zuléssig ist,
finde eine Ungleichung, die durch x* verletzt wird, aber nicht von Z mit
Gleichheit erfiillt wird, und fiige diese dem Tableau hinzu. Berechne eine
zuldssige Basis B und N mit Basislosung Z, setze B = B und N = N
und gehe zu Schritt 3.

e Schritt 7: Generiere anhand des gegenwirtigen Tableaus einen oder meh-
rere gemischtganzzahlige Gomory-Schnitte. Setze B = B und N = N,
fiige eine oder mehrere der gefundenen Schnittebenen dem Tableau hinzu
und gehe zu Schritt 3.

Das in Schritt 1 konstruierte Tableau, welches zu dem Startvektor T gehort, ist
primal zuléssig. Dies ist notwendig, um einen primalen Simplex-Schritt durch-
fiihren zu kénnen. Dass diese Voraussetzung auch noch nach der Hinzunahme
von weiteren Ungleichungen in Schritt 5 und 7 gilt, sichert unsere

Beobachtung 2.4.1: Sei Ax = b mit der Basis B so, dass das zugehorige
Simplex-Tableau primal zuléssig ist. Sei & der Losungsvektor. Durch Hinzu-
nahme von Ungleichungen Fz < f mit F € R¥™ und f € R*, die von Z mit
Gleichheit erfiillt werden, bleibt die primale Zuléssigkeit erhalten.
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Beweis: Die hinzuzufiigenden Ungleichungen werden mit den Schlupfvariab-
len s = (s1,...,5:)7 mit s; > 0 fir i = 1,...,k erweitert. AnschlieBend fiigt
man die Schlupfvariablen s in die Basis ein. Somit kann man sie ausdriicken als
s = f — Fx. Damit die primale Zuléssigkeit erhalten bleibt, muss f — Fax > 0
fiir den aktuellen Losungsvektor gelten. Dieser erfiillt sogar F'Z = f. Also gilt
s = 0 und das Tableau ist weiterhin primal zuléssig.

O

In Schritt 6 verliert das Tableau durch die Hinzunahme einer Ungleichung,
die von Z nicht mit Gleichheit erfiillt wird, die primale Zul#ssigkeit. Da man
im anschlieBenden Schritt 3 wieder vom Punkt Z aus einen primalen Simplex-
Schritt durchfiithrt, muss man eine zuléssige Basis berechnen, deren Basislo-
sung T lautet. Dies erreichen wir folgendermaflen:

Nachdem dem Tableau die Ungleichung hinzugefiigt wurde, dndert man
die Zielfunktionskoeffizienten. Fiir ein Minimierungsproblem setzt man

1 fallsz; =0 ‘
cl_{_l fausi',l:l vz€{1,7m}
und fiir ein Maximierungsproblem analog
—1 fallsz; =0 ‘
2_{ 1 fausi',l:l vz€{1,7m}

Mittels des primalen Simplex-Algorithmus berechnet man nun das Optimum,
welches im Punkt Z angenommen wird. Somit erhélt man eine zuléssige Basis
mit Basislosung Z. Anschlieend werden die Zielfunktionskoeffizienten wieder
auf ihre urspriinglichen Werte zuriickgesetzt. Die primale Zuléssigkeit des Ta-
bleaus bleibt dabei erhalten.

Um in Schritt 7 einen gemischtganzzahligen Gomory-Schnitt erzeugen zu
konnen, muss der zu diesem Zeitpunkt aktuelle Losungsvektor fraktional sein.
Dies ist nach Schritt 6 der Fall, denn wenn z* vor Schritt 6 schon fraktional
war, dann bleibt z* der aktuelle Losungsvektor. War z* allerdings binér, so
wird Schritt 7 nicht erreicht. Dass der gemischtganzzahlige Gomory-Schnitt in
dem vorgestellten Algorithmus eine primale Schnittebene liefert, besagt un-
ser

Satz 2.4.2: Unter den Voraussetzungen, die zu Beginn des Schrittes 7 gelten,
erzeugt der gemischtganzzahlige Gomory-Schnitt eine Schnittebene, die von &
mit Gleichheit erfiillt wird.

Beweis: Zu Beginn des Schrittes 7 ist * eine fraktionale Ecke des Polytops,
das die momentane Relaxierung darstellt. Man betrachte das unbeschréankte,
m-~dimensionale Polyeder, dass durch die Ungleichungen gegeben ist, die * mit
Gleichheit erfiillt. «* ist die einzige Ecke diese Polyeders. Von z* ausgehend
gibt es genau m Strahlen, die die Kanten des Polyeders sind. Man w&hlt nun
eine Variable von x*, die fraktional ist, hier x; genannt. Von x* aus bewegt
man sich so lange entlang einer der Kanten des Polyeders, bis z; entweder
0 oder 1 wird. Dies ergibt einen Punkt. Entsprechend verfihrt man mit den
restlichen Kanten und erhélt m Punkte, die eine Hyperebene definieren. Man
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bezeichnet diese als einfache disjunktive Schnittebene (im Englischen ,simple
disjunctive cut”).
Sei das zu x* gehorende Tableau gebildet aus A, b, der Basis B und der Nicht-
basis V. Setze:

aij = (A5 An)ij

fzy = Qi — la’ijJ

b = Ap p

in = b; — | bi]
Sei die i-te Zeile des Tableaus diejenige Zeile, die zu xj gehort. Sie liefert die
Darstellung von z; mit Hilfe der Nichtbasisvariablen als

xp = bi — Z aijYj
JEN
wobei y; jeweils eine Variable von x oder s ist. Dann lautet die aus der i-ten
Zeile gewonnene einfache disjunktive Schnittebene

sz _
— Z aijy; + R ai;y; < —fio (2.1)
JEN 0 jen
a;; >0 a;; <0

Aufgrund der Arbeitsweise des Algorithmus weifl man, dass x* durch einen
primalen Simplex-Schritt aus T entstanden ist. Somit verbindet einer der m
Strahlen Z und x*. Also ist Z einer der m Punkte, die die Hyperebene defi-
nieren, womit & die Ungleichung der einfachen disjunktiven Schnittebene mit
Gleichheit erfiillt.

Weiterhin ist bekannt, dass die einfache disjunktive Schnittebene verschérft
werden kann. Sei dazu Nz die Indexmenge der Nichtbasisvariablen, die ganz-
zahlig sein miissen, also die Variablen von x. Analog sei Ng := N \ Nz, was
somit die Indexmenge der Schlupfvariablen darstellt, die momentan nicht in
der Basis sind. Die Verscharfung der einfachen disjunktiven Schnittebene lau-
tet dann

- > fiyyi- flo Z (= fiyi— > C_Lz‘jyﬂ-lf# > aiy; < —fuo
JENZ 0 jeny JE€Ng — fio JE€Ng
fij<fio fij>fio a;; >0 ;<0
(2.2)
Dies ist der gemischtganzzahlige Gomory-Schnitt. Es bleibt zu zeigen, dass
dieser auch von Z mit Gleichheit erfiillt wird. Wir beweisen dies durch folgende
Uberlegungen:

Man kann die einfache disjunktive Schnittebene (2.1) darstellen als

_ fzo _Jio _
- E : Qijyj =+ E @iy — E @iy + 11— fo E aijy; < —fio (2.3)
JENZ 0 jeNy jE€Ng 0 jeng
aijzo az]<0 a,J>O aij<0

Die Schlupfvariablen s; lassen sich durch die Variablen von x ausdriicken als

m
S; = bz — E aij:cj
Jj=1
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Setzt man diese in (2.3) und (2.2) ein, so ergeben sich Darstellungen der beiden
Schnittebenen, die nur auf den Variablen von x basieren. Ein Vergleich dieser
beiden Darstellungen zeigt, dass sich nur die Koeffizienten fiir diejenigen x;
unterscheiden, die in der Nichtbasis Nz sind.

Da z* aus & durch eine Simplex-Iteration entstanden ist, weifl man, dass zwi-
schen der zu Z gehorigen Basis B sowie Nichtbasis N und der zu z* gehorigen
Basis B sowie Nichtbasis N ein Basiswechsel stattgefunden hat. Wurde dabei
keine Variable x; € B zu Nz hinzugenommen, so sind alle Variablen aus N
auch in Nz enthalten. Da z; = 0 fiir alle i € Nz ist und (2.3) von Z mit
Gleichheit erfiillt wird, trifft dies damit auch fiir den gemischtganzzahligen
Gomory-Schnitt (2.2) zu. Wenn ein x; € B mit Z; = 0 in die Nichtbasis Ny
gewechselt ist, wird (2.2) ebenfalls von Z mit Gleichheit erfiillt. Den iibrig ge-
bliebenen Fall, dass ein ; € B mit Z; = 1 in die Nichtbasis Nz aufgenommen
wurde, untersuchen wir im Folgenden genauer.

Das zu  gehorende Tableau sehe wie folgt aus:

a; <0

0

1 ELQJ' >0
Z; 1 dgj >0

1 dgj <0

In diesem Tableau sind alle moéglichen Félle enthalten. Es kann keine Variable
x; mit ; = 0 geben, fiir die das Element in der j-ten Spalte a,; > 0 ist, da
ansonsten x; und nicht z; die Basis verlassen hétte. Auflerdem gilt

. o~ L1 1
Vi# 3 mit a;; > 0: fl_a‘jgfj
=>Vi7é3id3j2aij

Nach einem primalen Simplex-Schritt erhélt man das zu dem fraktionalen
Vektor z* gehorige Tableau

T

aij ai;

(1) -3 .. -3
as; as;

(2) 1-22| ... -
1 1

G I e R
a4; a4;

(4) 1-z2] ... -3

Soll nun aus Zeile (1) ein gemischtganzzahliger Gomory-Schnitt abgeleitet wer-

den, so muss diese Zeile zu einer fraktionalen Variable zj, gehtren. Damit folgt
0 < —% < 1. Der Koeffizient von x; in der einfachen disjunktiven Schnitt-
a

ebene (2.3) ist demnach —a;; = % Da fi; = fio gilt, lautet der Koeffizient

von z; im gemischtganzzahligen Gomory-Schnitt (2.2) ebenfalls —f; = %

Wird aus Zeile (2) ein gemischtganzzahliger Gomory-Schnitt abgeleitet, dann

muss 0 < 1 — % < 1 gelten. Dies ist dquivalent zu —1 < —% < 0. Es ist
J J
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_ az;j . . B f2o = _ G25
foo=1-— ﬁ Soml‘E lautet der K~oefﬁZ1ent von z; in (2.3) 1_;?20 Qg = &3; —

. . ag; ag; L _ azj o
Weiter gilt —1 < —d—gj <0= L—ﬁj = —1. Also ist fo; = _d_gj +1= fo und
somit hat z; in (2.2) den gleichen Koeffizienten — fo; = % -

Die Ableitung des gemischtganzzahligen Gomory-Schnittes aus Zeile (3) setzt

0 < % < 1 voraus. Der Koeffizient von x; in der einfachen disjunktiven
J

Schnittebene ist —az; = —%j. Wegen f3; = f30 = % hat x; in (2.2) auch den

. _ 1

Koeffizienten — f3; = Gy

In allen drei Féllen hat also z; in der einfachen disjunktiven Schnittebene (2.3)
den gleichen Koeffizienten wie im gemischtganzzahligen Gomory-Schnitt (2.2),

weswegen dieser ebenfalls von Z mit Gleichheit erfiillt wird.

Aus Zeile (4) kann kein gemischtganzzahliger Gomory-Schnitt abgeleitet wer-
. ~ - Gas Gas
den,dennesglltagj>0unda4j§0:>di3;§02>1—£21.
O

Abschlielend wollen wir noch eine weitere Moglichkeit des Einsatzes eines
primalen Schnittebenenverfahrens erwihnen. Wie bereits gesehen, hat man
selbst bei Abbruch des Algorithmus eine fiir das gesamte Problem zuléssi-
ge Losung. Dies kann man ausnutzen, um die von einer Heuristik gelieferte
Losung nachtréglich zu verbessern. Als die von dem primalen Schnittebenen-
algorithmus bendtigte Startlosung setzt man die Losung, die die Heuristik ge-
funden hat. Wir begrenzen nun zeitlich die Anwendung des primalen Schnitt-
ebenenalgorithmus. Nach Abbruch haben wir wieder eine fiir das gesamte Pro-
blem zuléssige Losung, welche zumindest nicht schlechter als die heuristische
Losung ist. Eher ist anzunehmen, dass sie besser wenn nicht sogar optimal ist.

2.5 Resultate zur primalen Separierung

Bevor mit der Untersuchung des Max-Cut Problems bzw. der gradbeschrénk-
ten minimalen Spannbdume begonnen wird, soll ein Ausblick auf andere be-
kannte Probleme gegeben werden, fiir die die primale Separierung bereits un-
tersucht wurde. Die Resultate, die Letchford & Lodi [27] bzgl. des Stabile
Menge Problems, des Rucksack Problems und des Handlungsreisendenpro-
blems erzielt haben, werden zusammengefasst. Von allen drei Problemen ist
bekannt, dass sie N'P-schwierige 0/1 Probleme sind. Aufgrund der Erkennt-
nisse des Abschnittes 2.2 wird deswegen nur die Separierung einiger bekannter
Ungleichungsklassen betrachtet.

2.5.1 Stabile Menge Problem

Das gewichtete Stabile Menge Problem lautet wie folgt: Gegeben sei ein ge-
wichteter ungerichteter Graph (G, w) mit Knotenmenge V' und Kantenmenge
E. Finde eine Knotenteilmenge S C V', in der keine zwei Knoten adjazent sind
und deren Gewicht so grofl wie mdoglich ist. Dieses Problem kann folgenderma-
Ben als ganzzahliges lineares Programm geschrieben werden:
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max wa

st.x;+x; <1 Vijekl
x; €{0,1} VieV
Fine wichtige Klasse von facettendefinierenden Ungleichungen sind die Clique-
Ungleichungen:

in <1 mit C CV ist eine Clique von G

ieC
Das Standard-Separierungsproblem lautet demnach, eine Clique von G zu fin-
den, deren z*-Gewicht hoher als 1 ist, oder zu beweisen, dass es solch eine nicht
gibt. Diese Fragestellung beinhaltet das bekannte Maximum-Clique Problem,
dessen Optimierungsvariante N P-schwierig ist. Also ist die Standard-Separie-
rung von Clique-Ungleichungen N P-schwierig. Beim primalen Separierungs-
problem muss die zu findende Clique zusétzlich zu der Forderung, dass ihr
x*-Gewicht hoher als 1 ist, genau einen Knoten i enthalten, fiir den z; = 1
gilt. Dies reicht nicht aus, um die Komplexitdt des Problems zu verringern,
denn das Standard-Separierungsproblem kann wie folgt auf das primale Sepa-
rierungsproblem reduziert werden:

Der Graph G wird um einen kiinstlichen Knoten u erweitert, und die Un-
gleichungen x; +x, <1 Vi € V werden dem Ungleichungssystem hinzugefiigt.
Definiert man z; =0 V¢ € V und z, = 1, so erhélt man einen Eckpunkt des
neuen Polytops, der Anker genannt wird. Eine Ungleichung ax <« ist genau
dann fiir das Stabile Menge Polytop giiltig und wird von z* verletzt, wenn die
Ungleichung >,y ox; + v, < 7 fiir das neue Polytop giiltig ist, von (z*,0)
verletzt und von dem Anker mit Gleichheit erfiillt wird. Da jede Clique von G
durch Hinzunahme des kiinstlichen Knotens u zu einer Clique im erweiterten
Graphen gemacht werden kann, lédsst sich dies auf die Clique-Ungleichungen
iibertragen. Somit ist die primale Separierung der Clique-Ungleichungen eben-
falls N"P-schwierig.

Eine weitere bekannte Ungleichungsklasse fiir das Stabile Menge Polytop
sind die ungeraden Kreisungleichungen:

Z z; < ’C‘Q_ L mit C' C V induziert einen ungeraden Kreis von GG

ieC
Das Standard-Separierungsproblem fiir ungerade Kreisungleichungen kann in
polynomieller Zeit gelost werden, indem man |V| Kiirzeste Wege Probleme in
einem entsprechend definierten Hilfsgraphen 16st. Damit eine ungerade Krei-
sungleichung von T mit Gleichheit erfiillt wird, miissen genau m%l Knoten des
Kreises in £ den Wert 1 annehmen. Da aber ein Kreis aus mindestens 3 Knoten
besteht, gilt m%l > 1. Somit muss eine ungerade Kreisungleichung, die die
zusétzliche Bedingung der primalen Separierung erfiillt, mindestens einen der
Knoten enthalten, die in £ den Wert 1 haben. Aufgrund dieser Tatsache kann
die Anzahl der zu berechnenden Kiirzeste Wege Probleme von |V auf )", Z;
reduziert werden. Vom komplexititstheoretischen Standpunkt aus betrachtet
ist dadurch das primale Separierungsproblem fiir ungerade Kreisungleichun-
gen nicht leichter als die Standard-Variante. Wenn der Graph aber z.B. dicht
ist, und die momentan beste Losung & eine kleine stabile Menge angibt, hat

man praktisch gesehen eine Verbesserung.
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2.5.2 Rucksack Problem

Beim Rucksack Problem ist eine endliche Menge {z1,...,z,} von Gegenstén-
den gegeben. Diesen Gegenstdnden sind Werte p; > 0 und Gréflen a; > 0
fir ¢« = 1,...,n zugeordnet. Der Rucksack kann maximal die Gréfie ag > 0
fassen. Es gilt nun, eine Auswahl von Gegenstinden zu treffen, die in den
Rucksack passen und gleichzeitig den grofitmoglichen Wert haben. Als linea-
res Programm formuliert lautet dies

max plx
st. alz < ao
z; €{0,1} firi=1,...,n

Eine Menge C C {1,...,n}, firdie ;. a; > ag gilt, nennt man Uberdeckunyg.
Damit lassen sich die bekannten Uberdeckungsungleichungen beschreiben

Z z; <|C| — 1 mit C ist eine Uberdeckung

ieC
Bekanntermaflen ist das Standard-Separierungsproblem fiir Uberdeckungsun-
gleichungen N'P-schwierig. Dies trifft auch fiir die primale Separierung zu,
denn die Standard-Separierung kann mit dem gleichen Verfahren wie in 2.5.1
auf die primale Separierung reduziert werden.

Man nimmt einen kiinstlichen Gegenstand 41 mit Gréfle p,+1 = M zur
Menge der Gegensténde hinzu, wobei M = [>"" | a;]. Das Fassungsverméogen
des Rucksackes wird ebenfalls um M erweitert, so dass die neue Ungleichung
fir das erweiterte Rucksack Problem o’z + M Tna1 < ag + M lautet. Der An-
ker, der diesmal durch z; =1 fir ¢ = 1,...,n und x,4+1 = 0 definiert wird, ist
wieder ein Eckpunkt des neuen zugehérigen Polytops. C' C {1,...,n} ist nun
genau dann eine Uberdeckung des Rucksack Problems, wenn C' U {n + 1} ei-
ne Uberdeckung des erweiterten Rucksack Problems ist. Weiterhin verletzt x*
genau dann eine Uberdeckungsungleichung des Rucksack Problems, wenn der
Punkt (z*,1) eine Uberdeckungsungleichung des erweiterten Rucksack Pro-
blems verletzt, die durch den Anker mit Gleichheit erfiillt wird.

Die Uberdeckungsungleichungen kénnen auf mehrere Arten angehoben (im
Englischen ,lifted”) werden, um Facetten zu definieren. Anheben bedeutet hier,
geeignete Koeffizienten b; > 0 fiir die Variablen auf der linken Seite der Un-
gleichung zu berechnen, die nicht in der Uberdeckung enthalten sind. Die an-
gehobene Uberdeckungsungleichung zu einer Uberdeckung C' lautet demnach

in —|—ij$]' < |C’ -1
ieC jac
Die heuristischen Verfahren, die zur Standard-Separierung der angehobenen

Uberdeckungsungleichungen bekannt sind, kénnen auf die primale Separierung
solcher Ungleichungen {ibertragen werden.

2.5.3 Handlungsreisendenproblem

Zu den bekanntesten Problemen der kombinatorischen Optimierung z&hlt wohl
das Handlungsreisendenproblem. Gegeben sind n Orte, die durch m mit Kos-
ten belegten Strecken verbunden sind. Es soll eine Tour gefunden werden, die
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jeden Ort genau einmal besucht, bei dem Startort endet und deren Kosten so
gering wie moglich sind. Je nachdem, ob die Strecken in beide Richtungen ge-
nutzt werden kénnen oder nur auf eine Richtung beschrankt sind, beschreibt
man das Problem mit einem ungerichteten bzw. gerichteten Graphen. Man
spricht dann von dem symmetrischen resp. asymmetrischen Handlungsreisen-
denproblem.

Symmetrisches Handlungsreisendenproblem

Zu einem gegebenen ungerichteten gewichteten Graphen (G, ¢) lautet die For-
mulierung des Problems als lineares Programm

T

min c'x
st. 0(CNTz=2 VieV :
() z>2 VSCV:2<[S|<|V] (2:5)

z. € {0,1} Vee E

Die Gleichungen (2.4), die man unter der Bezeichnung Gradgleichungen kennt,
beschreiben die affine Hiille des zugehorigen Polytops. Die Ungleichungen (2.5)
sind die facettendefinierenden Kurzzyklusbedingungen. Fiir diese ist bekannt,
dass das zugehorige Standard-Separierungsproblem wie folgt gel6st werden
kann:

Anhand des abzuschneidenden x* definiert man den Hilfsgraphen
G* = (V,E*), wobei E* := {e € E | z > 0}. Es gilt nun, eine Knoten-
teilmenge S C V zu finden, die (X‘S(S ))T:U* minimiert, was auf die Berechnung
eines minimalen gewichteten Schnittes hinauslauft. Der momentan schnellste
Minimum-Schnitt- Algorithmus ist der von Nagamochi, Ono & Ibaraki, welcher
in O(|V||E*| + |V |*1log |[V]) lduft.

Sei nun z der Inzidenzvektor einer Tour in G. Das primale Separierungs-
problem fiir die Kurzzyklusbedingungen sucht nach einer Knotenteilmenge
S c Vv, die (x*®)Tz* minimiert und (x*))7z = 2 erfiillt. Obwohl es ex-
ponentiell viele Kurzzyklusbedingungen gibt, erfiillen nur polynomiell viele,
némlich |V\|V|Tf3 die zusétzliche Bedingung der Gleichheit fiir z. Dies ldsst
vermuten, dass das primale Separierungsproblem fiir diese Ungleichungsklasse
leichter zu 16sen ist, was auch tatséchlich zutrifft. Es gibt einen O(|V'||E*|) Al-
gorithmus zur Losung der primalen Separierung fiir Kurzzyklusbedingungen,
der durch einen ,,Divide et Impera” Ansatz sogar auf O(|E*|log |V'|) gebracht
werden kann.

Eine weitere bekannte Klasse von facettendefinierenden Ungleichungen sind
die ,, Kamm-Ungleichungen”, die folgende Form haben:

k k
. k+1
BUENTy 43 (PO e < [H[+ > (T — 1) — ——
() i:1(>< ) x < [H] H(II ) -

Dabei nennt man H den Griff und die T; fir ¢ = 1,...,k die Zinken des
Kammes. Fiir sie muss gelten:
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1.)0#AHCV

T,CVfiri=1,....,k

)

)

) ITNH|>1firi=1,....k
) [T\ H|>1firi=1,....k
)

2.
3.
4.
5) TiNT; =0 fir1<i<j<k
6.) k> 3 und k ungerade

Verlangt man zusétzlich, dass bei Bedingung 3.) und 4.) Gleichheit herrschen
muss, so erhédlt man die 2-Matching Ungleichungen, die mit Hilfe der Grad-
gleichungen (2.4) geschrieben werden kénnen als

VY2 43 (1= 2) > 1,
ecF

wobei ) # H C V und F eine Menge von Kanten ist, fiir die |F'| ungerade und
F C §(H) gilt. Die Standard-Separierung dieser 2-Matching Ungleichungen
kann auf einem entsprechend definierten Hilfsgraphen durch das Berechnen
von O(|E*|) maximalen Fliissen in polynomieller Zeit gelost werden.

Damit eine Tour Z, die bei der primalen Separierung gegeben ist, die
2-Matching Ungleichungen mit Gleichheit erfiillt, muss entweder

(a) (YENYTZ =1 und Z, = 1 fiir alle e € F oder

(b) Z, =0 fiir alle e € 6(H) \ F und (x)7z = |F| — 1 gelten.
Aus diesem Sachverhalt kann ein Algorithmus konstruiert werden, der ebenfalls
O(]E*|) maximale Fliisse berechnet, um das primale Separierungsproblem zu
16sen. Allerdings arbeitet er direkt auf dem Graphen G*, wodurch er praktisch
schneller ist.

Wenn man bei der Definition der Kamm-Ungleichungen von der 3.) oder
der 4.) Bedingung verlangt, dass sie mit Gleichheit erfiillt sein muss, erhéilt man
eine Klasse von Ungleichungen, die zwischen den Kamm- und den 2-Matching-
Ungleichungen liegt: die so genannten einfachen Kamm-Ungleichungen. Letch-
ford & Lodi beschreiben einen Algorithmus, der sowohl die primale als auch
die Standard-Separierung dieser Ungleichungsklasse in polynomieller Zeit 16st.

Asymmetrisches Handlungsreisendenproblem

Gegeben sei nun ein gerichteter Graph G = (V, A), auf dessen Kanten eine
Kostenfunktion ¢ definiert ist. Fiir eine Knotenteilmenge S C V bezeichnet
man mit 67 (S) die Schnittkanten, die von S ausgehen. Mit 6~ (S) sind analog
die Schnittkanten gemeint, die in .S enden. Damit ldsst sich das Handlungsrei-
sendenproblem als lineares Programm schreiben:

T

min c¢'zx

st (T Tz =1 VieV (2.6)
0 NTe=1 VieV (2.7)
TOTe>1 vScv: 2<|9| < |V (2.8)

zq €40,1} Vae A
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Die affine Hiille des zugehorigen Polytops wird auch hier von den Gleichungen
(2.6) und (2.7) beschrieben, die man eingehende bzw. ausgehende Gradglei-
chungen nennt. Die Ungleichungen (2.8) sind dquivalent zu den Kurzzyklus-
bedingungen (2.5) und definieren ebenfalls Facetten.

Zwei Kanten (i — j) und (p — ¢) stehen zueinander in Konflikt, wenn
sie beide nicht gleichzeitig in einer Tour auftreten kénnen. Also stehen zwei
Kanten genau dann zueinander in Konflikt, wenn genau eine der folgenden
Bedingungen gilt:

(a) i=pundj#g
(b) i#pund j=gq
(c) i=pundj=gq

Ein geschlossener alternierender Pfad ist eine Folge a1, ..., a; von Kanten, bei
denen a; mit a;41 fiir i = 1,...,k — 1 und a; mit a; in Konflikt sind. Falls
k ungerade ist, konnen hochstens L%J der zugehorigen Variablen den Wert
1 annehmen. Diese Tatsache fithrt zur Definition der schwachen ungeraden
geschlossener-alternierender-Pfad Ungleichungen.

Zur Standard-Separierung dieser Ungleichungsklasse definiert man einen
Konfliktgraphen, auf dem man |A*| kiirzeste Wege Probleme l6sen muss, wo-
bei analog zu oben A* := {a € A | =} > 0}. Wird dazu der Algorithmus
von Dijkstra benutzt, so erhiilt man eine Laufzeit von O(|V||A*|?), die im
schlimmsten Fall O(|V|?) sein kann. Die primale Separierung benétigt aller-
dings nur die Berechnung von |V| kiirzesten Wegen, wodurch sich die Laufzeit
als O(|V|?|A*|) ergibt. Da dies im schlimmsten Fall nur zu O(|V|*) fiihren
kann, ldsst sich die primale Separierung schneller 16sen als die Standard-Sepa-
rierung.
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Kapitel 3

Max-Cut

Die Definition des Max-Cut Problems, fiir das in diesem Kapitel die primale Se-
parierung untersucht wird, findet sich im einleitenden Abschnitt 3.1. Anschlie-
Bend werden in 3.2 Begriffe aus der Polyedertheorie auf das Problem {iibertra-
gen. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die primale Separierung ist die Umschalt-
Operation, die zusammen mit einigen bekannten Resultaten in Abschnitt 3.3
vorgestellt wird. Die spezielle Anwendung dieser Operation fiir die primale Se-
parierung zeigt Abschnitt 3.4. Schliellich wird in 3.5 die primale Separierung
fiir die Dreiecksungleichungen und die Kreisungleichungen mit Hilfe der Um-
schalt-Operation hergeleitet. Fiir die Clique-Ungleichungen und die hyperme-
trischen Ungleichungen entwickeln wir ebenfalls in Abschnitt 3.5 Heuristiken
zur primalen Separierung.

3.1 Das Max-Cut Problem

In vielen Bereichen des alltdglichen Lebens findet man Computer und an-
dere elektronische Geréte, die die vielfdltigsten Aufgaben iibernehmen. Das
Herzstiick solcher Geréte bilden Halbleiterchips. Bei deren Entwicklung tre-
ten Probleme auf, die sich auf ein in der Informatik sehr bekanntes Problem
transformieren lassen, ndmlich auf das gewichtete Max-Cut Problem. Eine wei-
tere Anwendung des Max-Cut Problems findet sich in der statistischen Phy-
sik, wo man unter anderem versucht, den Grundzustand von Ising-Spin-Glas
Modellen zu berechnen. Auch hier ist eine Transformation auf das Max-Cut
Problem moglich. Dadurch wird eine Untersuchung dieses Problems besonders
motiviert. Die Problemstellung ist die folgende:

Gegeben sei ein gewichteter ungerichteter Graph (G, ¢) mit Knotenmenge
V und Kantenmenge F. Finde eine Knotenteilmenge S C V', so dass die Kosten
des durch S induzierten Schnittes §(S) so grofl wie moglich werden.

Abbildung 3.1 zeigt eine Beispiel-Instanz. Man versucht also, den maxima-
len Schnitt

max c(0(S))

zu finden. Dieses Problem ist bekanntlich NP-schwierig. Hat jede Kante die
gleichen positiven Kosten, z.B. wenn ¢(e) = 1 fiir alle e € E, dann spricht man
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Abbildung 3.1: Eine Beispiel-Instanz des Max-Cut Problems. Die fett gedruck-
te Knotenmenge S induziert die fett gedruckten Schnittkanten §(S). Die ge-
strichelte Linie veranschaulicht, warum man von einem Schnitt spricht. Dessen
Kosten betragen hier ¢(4(S)) = 3.

nur von dem Max-Cut Problem. Auch im Folgenden wird nur von Max-Cut
gesprochen, wobei jedoch immer die gewichtete Version gemeint ist.

3.2 Anwendung der Hilfsmittel aus der Polyeder-
theorie

Die im Abschnitt 1.3 allgemein definierten Begriffe lassen sich auf das Max-
Cut Problem folgendermafien iibertragen. Sei Z nun die Menge aller Schnitte
§(S) C E des Graphen G = (V, E). Dann ist das Schnitt-Polytop P“(G) von
G die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren aller Schnitte von G:

PG := conv{x*®) | § C V}
Analog wird der Schnitt-Konus definiert:
C(@) := cone{x’®) | § C V}

Die Ecken von P°(G) sind genau die Inzidenzvektoren x%) von Schnitten
S. Somit ist das Schnitt-Polytop ein 0/1 Polytop. Da die leere Menge auch ein
Schnitt ist und damit x? = 0 € P, gilt dim(P) = rang(P*). Zusétzlich
ist bekannt, dass das Schnitt-Polytop volldimensional ist, d.h. dim(P ) = m.
Somit gilt: dim(P) = affrang(P*) — 1 = rang(P) = m.

Das Max-Cut Problem ldsst sich als lineares Programm

max{clz | z € P (@)}

schreiben. Da Max-Cut N'P-schwierig ist, kann, wie bereits gesehen, nicht er-
wartet werden, dass eine vollsténdige Darstellung der Form {x € R™ | Az < b}
fiir P°“*(@) in polynomieller Zeit gefunden werden kann. Deswegen beschrinkt
man sich bei der Separierung auf diejenigen Klassen von Ungleichungen, die
man polynomiell oder mittels guter Heuristiken separieren kann.
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3.3 Die Umschalt-Operation

Im Abschnitt 2.1 wurde der Unterschied zwischen primaler und Standard-Se-
parierung dargestellt, welcher nur darin besteht, dass bei der primalen Sepa-
rierung die zu findende Ungleichung zusétzlich zu allen anderen Bedingungen
noch durch den gegebenen Vektor Z € R™ mit Gleichheit erfiillt werden muss.
Mit Hilfe der Umschalt-Operation, die sich bei Barahona & Mahjoub [4] finden
l&sst, kann man unter Beriicksichtigung dieser Bedingung die primale Separie-
rung auf die Standard-Separierung reduzieren. Dabei wird sich herausstellen,
dass nur ein Spezialfall der Standard-Separierung auftritt, und somit die pri-
male Separierung praktisch einfacher ist als die Standard-Separierung. Um
diese Reduktion im néichsten Abschnitt durchfiithren zu kénnen, werden nun
Begriffe und Resultate, die im Zusammenhang mit der Umschalt-Operation
stehen, préasentiert.

Fiir einen Graphen G = (V, E) sei A die Familie der Teilmengen von E,
die einen Schnitt von G darstellen, also A := {4(S) | S € V}. Unter der
symmetrischen Differenz zweier Mengen versteht man allgemein

AAB =(AUB)\ (AN B).

Fir A, B € A gilt, dass AAB € A, denn die symmetrische Differenz zweier
Schnitte ist wieder ein Schnitt:

Lemma 3.3.1: Seien S,T € V. Dann gilt §(S)AJ(T) = §(SAT)

Wir beweisen dies folgendermafien:

Beweis: Da der Graph G ungerichtet ist, gilt aus Symmetriegriinden fiir jede
Kante ij = ji. Weiter ist

0(S)UudT) = {ij|ieS,j¢Syufij|lieT,j&T}
= {ij|(teSNgS)YViEeTNj¢T)}
= {ij|[teSVieT)N(GFjeSNTVjgSuUT))
VI[ieSNT)AN(jESUT))
VieSNigTNjE&SNjeT]}
AuBlerdem

§(S)Né(T) = H{ij[[ieSNT)A (¢ SUT)]
VieSNigTNjESNGeT]}

Daraus folgt

S(S)AS(T) = (6(S) Ud(T))\ (6(5) N (1))
{ij|(ieSVieT)A(jeSNTVjgSuUT)}

{ij i€ (SUDN\N(SNT) A& (SUT)\(SNT))}
S((SUT)\(SNT))

= §(SAT)
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Abbildung 3.2: Veranschaulichung der Umschalt-Operation. Die gepunkteten
Kanten sind diejenigen Kanten, fiir die . = 1 gilt. Die restlichen Kanten
haben den z.-Wert 0. Umgeschaltet wird bzgl. des Schnittes B, der durch die
fett gedruckten Kanten dargestellt ist.

Die Menge A ist somit abgeschlossen unter der symmetrischen Differenz. Dar-
aus folgt insbesondere, dass ) € A, denn AAA = ().
Sei # € R™ ein Vektor und B € A. Dann sei 27 € R™ definiert durch

B e falls e € B
¢ |z fallsee F\B.

Somit kann eine Karte rp : R™ — R™ mit rg(z) := 28 + xP fiir z € R™
erzeugt werden, wobei x? der charakteristische Vektor von B ist. Daraus folgt,
dass

(rp(@))e = { 1—2. fallsee B
Te falls e € E'\ B.

Die so definierte Karte nennt man Umschaltkarte (im Englischen ,switching
mapping”). Offensichtlich ist sie eine affine Bijektion des R™. Auflerdem gilt
rp(rg(z)) = = und damit 7' = 5. In Abbildung 3.2 wird die Anwendung
dieser Operation an einem Beispiel gezeigt.

Besonders wichtig ist das Verhalten von Ungleichungen unter der Um-
schalt-Operation, welches im folgenden Satz, der in dhnlicher Form bei Deza
& Laurent [10] (s.d. Corollary 26.3.5) zu finden ist, zusammengefasst wird:

Satz 3.3.2: Gegeben seien a € R™,ap € R und B € A. Dann gilt

alz < ag ist giiltig fiir P*4(G)
& (aP)Tz < ag — a®XP ist giiltig fiir rp(P(G))

Dieses Resultat wollen wir nun beweisen.

Beweis: Es gilt fiir alle Kanten e € F

—a. fallseeC,ee B

B a. fallseeC,e¢ B
Je = 0 fallsegC,ee B
0 fallsegC,e¢ B

ae(XCAB -
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—aexg falls e € B _ 4B\ O
a.x¢ fallsec E\ B e Xe

Also
a" (x“2P = xP) = (@)X (3.1)
Weiter ist c
cvw ) 1—x¢ fallsee B
(r(x"))e = { ¢ fallsec E\ B
[ 1 falls(eeCNhegB)V(e¢gCANeeB)
| 0 falls(ee CUB)V (e¢CNB)
o 1 fallsee CAB __ . CAB
10 falsegCcAB ~ Xe
Also

re(x?) = x°P (3.2)
Sei 0.B.d.A. x = x¢ € rg(P(G)). Somit

(aB)TxC < ag —aTxP

3.1)

& d (PP —xP) <ap —aTxP
& TyCOB < g4

3.2

AL

re(x%) < ag
)

wobei 75(x%) € rp(rg(P(G))) = P“(G). Also ist a’x < ag giiltig fiir
P (@) gdw. (aP)Tx < ag —aTxP giiltig ist fiir rg(P(G)).

O
Die Ungleichung (a®)Tz < ag — a’x® wurde durch Umschalten von
a’z < ag bzgl. des Schnittes B gewonnen. Man nennt den Schnitt B Wurzel
der Ungleichung a’2 < ag, falls ¢’ x? = ag. Ist ag = 0 und B eine Wur-
zel, so lautet die umgeschaltete Ungleichung (a®)”x < 0. Dies bedeutet, dass
die Homogenitét einer Ungleichung durch das Umschalten bzgl. einer Wurzel
erhalten bleibt.

Indem man die Menge aller P°“*(G) definierenden Ungleichungen bzgl. des
Schnittes B umschaltet, erhiilt man die Menge der r5(P“(G)) definierenden
Ungleichungen. Wir spezialisieren ein Korollar aus Deza & Laurent [10] (s.d.
Corollary 26.3.4) und erhalten damit sogar

Satz 3.3.3: Sei B € A. Dann ist rg(P“(G)) = P(G).

Dieses Ergebnis beweisen wir nun.

Beweis: Sei P°(G) = conv{x? | A; € A,i € 1,...,k}, wobei k die Anzahl
aller Schnitte von G ist und A; # A; fiir i # j.

= rg(P(G)) = convi{rg(x?)| A€ Aicl,... k}

3.2
() conv{xyAPB | A, e Ajiel,... k}
Es gilt:
{xM,...,xM} ist affin unabhiingig
e {[YMAB . xAPBY) st affin unabhingig. (3.3)
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zu ="
Seien x41,...,x affin unabhéngig.
Annahme: x412B . y488 sind nicht affin unabhiingig.
Dann existieren \; € R,¢ € 1,...,1 fiir die gilt: 22:1 XNixAieB =0,
S X =0und Jiel,...,0: )\ #0. Somit ergibt sich:

! 1
Z)\ixfi =0, e¢ B und Z)‘i(l —X‘eAi) =0,ee B
i=1 i=1

Fiir e € B gilt

l

! l !
DAl —x) =0 A=) ey Al =0
=1 i=1 i=1

i=1

Insgesamt folgt damit Zi‘:l AixAi =0, 22:1 Ai=0unddiel,... [:
A # 0. Das ist aber ein Widerspruch zur affinen Unabhéngigkeit von

XAl,...,XAl.

zZu <=
Laut ,,=" gilt: wenn {x41B, ... y44PB} affin unabhingig ist, dann
ist auch {y(AABIAB  \(ALB)ABY affin unabhingig. Zudem ist

A;

) .2) ) 3.2 )
A = rp(re(¢M)) (9.2 rp (A8 (3-2) ((ALB)AB

Also ist (3.3) bewiesen.
Dies bedeutet nun, dass dim(P“(G)) = dim(rg (P (G))).
Da A unter der symmetrischen Differenz abgeschlossen ist, gilt A;AB € A fiir
A;,Be A, also {A,AB|A; € Ajiel,....k} CA.
Sei nun C' € A. Wie im Beweis von (3.3) gesehen, gilt ¢ = y(CABIAB,
damit C' = (CAB)AB. Also folgt AC {A;,AB| A, € Ajiel,... k}.

Das bedeutet A = {A;AB | A; € A,i € 1,...,k}, wodurch die Behauptung
r(P(G)) = P(Q) bewiesen ist.

und

O

Somit ist die Klasse der fiir P°“!(G) giiltigen Ungleichungen unter Umschalten
bzgl. des Schnittes B abgeschlossen. Dariiber hinaus liefert (3.3) den Beweis
fiir

Korollar 3.3.4:

a’z < ag beschreibt eine Facette von P°(Q)
& (a®)Tr < ag — a’xP beschreibt eine Facette von P (G)

O

Sei F die Seitenfliche von P°“*(@G), die durch a’z < ag beschrieben wird,
und rp(F) := {rp(z) | = € F}. Die Wurzeln von rp(F') sind die Mitglieder
C € A, fiir die ¢ € rg(F). Aus (3.2) geht hervor, dass diese Wurzeln genau
die Vektoren x42P fir A € A, x4 € F sind, und (3.3) zeigt, dass F' und
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rp(F') die gleiche Dimension haben. Somit stellt die Umschaltkarte eine 1-1
Korrespondenz zwischen den Seitenfliichen des Polytops P°“!(G) dar.

Hilt man nun A € A fest, so wird klar, dass die vollstéindige Menge aller
Facetten von P“((G) aus der Menge aller Facetten gewonnen werden kann,
die den gegebenen Eckpunkt y# enthalten. Da insbesondere (§ € A und nur
Ungleichungen des Typs a2 < 0 den Vektor x? = 0 als Wurzel enthalten, kann
man also die gesamte Flichenstruktur des Schnitt-Polytops P“(G) aus der
Flichenstruktur des Schnitt-Konus C°(G) ableiten. Zusammengefasst ergibt
sich als Gesamtresultat (siche auch Corollary 26.3.8 in [10]):

Satz 3.3.5: Sei
CUNG)={zr € R™|a]x <0 firi=1,...,k}
Dann ist

PG ={z e R™| (aP)ex < —alxP firi=1,...,kund B e A}

3.4 Anwendung der Umschaltoperation

Wir wollen nun die oben vorgestellte Umschaltoperation mit den dazugehori-
gen Resultaten auf das primale Separierungsproblem anwenden. Unsere Vor-
gehensweise ist die folgende:

Bei der primalen Separierung hat man einen Vektor x* € R™ und einen
Eckpunkt Z von P““(G) gegeben, der zu einem Schnitt B von G korrespon-
diert. Somit gilt Z = x©. Wir lésen nun das Standard-Separierungsproblem
fiir den Schnitt-Konus C°*(G) und den Punkt rg(z*) und nehmen an, dass
wir eine verletzte Ungleichung a2 < 0 erhalten. Diese schalten wir bzgl. des
Schnittes B um. Die daraus resultierende Ungleichung (a®)Tz < —a®y? ist
dann fiir das Schnitt-Polytop P“(G) giiltig, wird von z* verletzt und laut
Konstruktion von & mit Gleichheit erfiillt.

Somit ist die primale Separierung fiir das Schnitt-Polytop dquivalent zur
Standard-Separierung fiir den Schnitt-Konus. Bei der Standard-Separierung
fiir den Schnitt-Konus miissen im Gegensatz zum Schnitt-Polytop nur die ho-
mogenen Ungleichungen betrachtet werden.

3.5 Primale Separierung fiir Ungleichungsklassen

Wie schon gesehen, l6sen wir das primale Separierungsproblem fiir P¢“(G),
indem wir die Losungen der Standard-Separierung fiir C“/(G) umschalten.
Wird nur tiber eine Klasse F von Ungleichungen separiert, so ist somit sicher-
zustellen, dass eine Ungleichung von F nach Umschalten immer noch zu F
gehort. Die Klasse F muss also abgeschlossen sein unter der Umschalt-Opera-
tion, d.h.

0"z <ap) € F= ((a®)Tw <ag—a"XP) e F
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Abbildung 3.3: Eine Beispielsituation fiir die Anwendung der Dreiecksunglei-
chungen.

Wegen den in Abschnitt 3.3 gezeigten Eigenschaften der Umschaltkarte folgt:
Ist die Standard-Separierung fiir F auf C““!(G) exakt, und ist F unter Um-
schalten abgeschlossen, dann ist die primale Separierung fiir F auf P (QG)
exakt.

Von den fiir das Max-Cut Problem bekannten Ungleichungsklassen werden
nun einige von uns bzgl. der primalen Separierung untersucht.

3.5.1 Dreiecksungleichungen

Fiir jedes Tripel ¢, 4,k € V, fiir das gilt, dass alle Kanten ij,ik, jk € E vor-
handen sind, gibt es vier Dreiecksungleichungen:
Tij — Tifg — Tji < 0
—Tij + Tipg — Tjr <0
—Tij — Tig + Tji <0
Tij + Tk + T < 2

Sie besagen, dass in einem Dreieck genau zwei oder keine Schnittkanten lie-

gen. Eine Beispielsituation stellt Abbildung 3.3 dar. Es ist bekannt, dass sie
Facetten von P¢“!(G) definieren. Dariiber hinaus gilt unser

Satz 3.5.1: Dreiecksungleichungen sind unter Umschalten abgeschlossen.
Unser Beweis basiert auf der direkten Anwendung der Umschalt-Operation.
Beweis: O.B.d.A. ist es ausreichend, den Graphen K3 = ({i, 7, k}, {ij, ik, jk})
zu betrachten. Die 2. und 3. Ungleichung unterscheiden sich von der 1. nur
durch Umnummerierung der Kanten. Also reicht es, das Verhalten von

Tij — Tik — Tjp <0

Tij + Tig + Tk < 2
unter Umschalten bzgl. des Schnittes §(5), S C {3, j, k} zu untersuchen. Wenn
S =0 oder S = {i,j,k}, dann ist x*(5) = 0 und a®®) = a. Also verdindert das
Umschalten die Ungleichungen nicht. Ist S = {i}, so wird z;; — x4 — x5 <0
zZu

(1. —1. —1)%® (1 -1 -1 s g o
((17 17 1) )1’ < (17 1; 1)X <~ L5 + Tk Tk < 0

und fiir S = {j} analog zu —x;; — x;; + xj; < 0. Bei § = {k} lautet die
umgeschaltete Ungleichung

_((L _]-a _1)5(]6))1, < _(17 _]-7 _1)X5(k) < Tij + T + Tk < 2.
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()

Abbildung 3.4: Ein Kreis kann nur eine gerade Anzahl von Schnittkanten ent-
halten.

Die Ungleichung x;; + i, + 2, < 2 wird bei S = {i} zu
(1,1,1)°Dz <2 — (1,1, )x°?D & —z45 — 24, + 25 < 0.

Unter S = {j} bzw. S = {k} verhilt sie sich in analoger Weise. Enthélt S zwei
Elemente, so gilt 6(S) = 0({4,j,k} \ S). Damit ist die Behauptung bewiesen.

O
In einem vollsténdigen Graphen gibt es insgesamt 4(2) = %(n?’ — 3n? + 2n)
Dreiecksungleichungen, von denen 3(2) = %(n3 — 3n? + 2n) homogen sind.

Lost man das jeweilige Separierungsproblem naiv durch Aufzdhlen aller Un-
gleichungen, so hat man sowohl im primalen als auch im Standard-Fall O(n?)
viele Gleichungen. Beim primalen Problem miissen nur die homogenen und
damit % weniger Ungleichungen iiberpriift werden. Da sich fiir beide Félle
die gesamte Klasse der Dreiecksungleichungen in polynomieller Zeit aufzihlen

l&sst, sind das primale und das Standard-Separierungsproblem exakt 16sbar.

3.5.2 Kreisungleichungen

Sei C' ein Kreis im Graphen G. Dieser kann nur eine gerade Anzahl von Schnitt-
kanten enthalten, was auch anhand der Abbildung 3.4 ersichtlich ist. Die Krei-
sungleichungen bzgl. dieses Kreises spiegeln diesen Sachverhalt wider. Sie lau-
ten folgendermafien:

er — Z e < |F|—1mit F C C, |F| ungerade
ecF ecC\F

Sie sind facettendefinierend fiir P°“*(G). Gilt |C| = 3, so erhélt man die vier
Dreiecksungleichungen. Somit umfasst die Klasse der Kreisungleichungen die
Klasse der Dreiecksungleichungen. Barahona & Mahjoub [4] haben fiir die
Standard-Separierung der Kreisungleichungen folgenden polynomiellen Algo-
rithmus vorgestellt:

Sei der Punkt x* gegeben. Nach Einsetzen dieses Punktes in die Kreisun-
gleichung und Umformung erhilt man

Z(l —x) + Z xp > 1 mit FF C C, |F| ungerade
ecF ecC\F
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Diese Ungleichung wird von z* verletzt, wenn } .. p(1 —2%) + > covp e <1
ist. Ist dies der Fall, so liegt ein gewichteter Kreis C' mit Gesamtkosten < 1
vor, bei dem eine ungerade Anzahl vieler Kanten die Kosten 1 — 2} und die
restlichen Kanten die Kosten z haben.

Man sucht also nach einem minimal gewichteten Kreis, dessen Kantenkos-
ten in dieser Weise gesetzt sind. Dazu wird ein Hilfsgraph G’ erzeugt, der fiir
jeden Knoten 7 von G zwei neue Knoten i’ und " enthilt. Fiir jede Kante ij
in G werden in G’ die Kanten 7’5’ und 5" mit den Kosten x; und die Kanten
i'j" und i"j" mit den Kosten 1 — z7; gesetzt. Fiir jeden Knoten i von G wird
nun in G’ der kiirzeste Weg von i’ nach i” berechnet. Von diesen n Wegen
wird der Kiirzeste ausgewéhlt. Er korrespondiert zu dem in G gesuchten Kreis
C wie folgt: Ist in G" die Kante 7’5" oder i”j' benutzt worden, so gehért in
G die Kante ij zur Menge F' und erhélt die Kosten 1 — :c;k] Die so erhaltene
Menge F hat eine ungerade Kardinalitit, weil in G’ auf dem Weg von i’ nach
" ungerade viele Kanten des Typs i’j” bzw. i"j' benutzt werden miissen. Die
restlichen Kanten des Typs i’j’ werden in G als Kanten ij zur Menge C' \ F
hinzugefiigt und erhalten die Kosten z7;. Sind nun die Kosten des so in G
gefundenen Kreises < 1, so verletzt «* die zugehorige Kreisungleichung.

Um mit Hilfe dieser Idee einen Algorithmus fiir die primale Separierung zu

entwickeln, benotigen wir das Resultat von

Satz 3.5.2: Kreisungleichungen sind unter Umschalten abgeschlossen.
Da dieser Satz in unserem Kontext wichtig ist, wollen wir ihn beweisen.

Beweis: Fiir einen Graphen G sei ein Schnitt B, ein Kreis C und eine ungerade
Menge F' C C gegeben. Die dadurch induzierte Kreisungleichung lautet

alx <|F| -1

wobei
1 fallsee F
a. =< —1 fallsee C\F
0 fallseg C

Die umgeschaltete Gleichung lautet dann
(@®)Tx <|F|—a'x® -1 (3.4)
wobei nun

1 fallsee Funde ¢ B

—1 fallsee C\Funde¢ B
ab = 0 fallse¢gC

1 fallsee C\Fundee B

—1 fallsee Funde€ B

a

1 fallsee[(C\F)NBJU[F\ B]
={ -1 fallsee[(C\F)\BJU[FNB]
0 fallsegC
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Setze also F' :=[(C'\ F) N B]JU[F \ B]. Dann gilt

C\F' =[C\[(C\F)NB]|n[C\[F\B]
=[(C\(C\F)U(C\B)N[(C\F)u(CnB)
=[(FU(C\B)N(C\ FU[(FU(C\B))N(CNB)
=[(C\B)N(C\ FJU[FN B
=[(C\F)\BJU[FNB]

Damit ist klar, dass die linke Seite von (3.4) der zu F’ gehorigen Kreisunglei-
chung entspricht.

F' wird aus F gebildet, indem diejenigen Kanten, die in F' und B enthalten
sind, herausgenommen werden und diejenigen Kanten des Kreises, die nicht in
F aber in B sind, hinzugenommen werden. Es gilt weiter

—aTXB:— Z 1+ Z 1

e€FNB e€(C\F)NB

Daraus folgt

|F'| = |F| —a”x",
wodurch gezeigt wurde, dass die rechte Seite von (3.4) ebenfalls der zu F’
gehorigen Kreisungleichung entspricht.

Da B ein Schnitt ist, gilt fiir den Kreis C, dass |C' N B| gerade ist. Wegen
ICNB|=|FNB|+|(C\F)NB|

folgt fiir [FFNB| und |(C'\ F)NB], dass sie beide entweder gerade oder ungerade
sind. Dadurch ist —a”x? gerade, und es gilt: |F| ungerade = |F'| ungerade.

O

Die primale Separierung von Kreisungleichungen bzgl. eines Schnittes B, dem
zugehorigen Punkt 7 = x? und dem evtl. abzuschneidenden Punkt z* ldsst
sich also auf die Standard-Separierung von homogenen Kreisungleichungen
bzgl. des Punktes rp(z*) reduzieren. Barahona & Titan [5] benutzten als Erste
diesen Sachverhalt. Wir 16sen das primale Separierungsproblem wie folgt:

Ist eine Kreisungleichung homogen, so gilt |F| = 1, und damit ist F' = {f}.
Die zu einem Kreis C gehérenden homogenen Kreisungleichungen lauten somit

Ty — Z T, <0

ecC\{f}

Wir formen diese um und setzen rg(z*) ein. Es ergibt sich

Y. (r@)e = (rp(a"))y
e€C\{f}

In dem Graphen G = (V, E) setzen wir also die Kantenkosten auf rp(z*) und
berechnen fiir alle Kanten ij € E den kiirzesten Weg von ¢ nach j. Gibt es eine
Kante ij, deren Kosten grofler sind als die Kosten des kiirzesten Weges von
i nach j, so haben wir eine von rp(z*) verletzte homogene Kreisungleichung
gefunden.
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Abbildung 3.5: Im vollstdndigen Graphen K3 diirfen héchsten 2-3 = 6 Kanten
im Schnitt liegen.

Da fiir alle Kanten 0 < (z*). < 1 gilt, sind auch die Kantenkosten
rp(z*) > 0. Deswegen kann die Berechnung der kiirzesten Wege fiir alle Kno-
tenpaare ebenfalls durch n Kiirzeste Wege Berechnungen erfolgen. Sowohl die
primale als auch die Standard-Separierung sind somit exakt und kénnen beide
mit derselben polynomiellen Laufzeit durchgefiihrt werden.

3.5.3 Clique-Ungleichungen

Gegeben sei eine Clique C' der Kardinalitét p. Die einen Schnitt §(S) induzie-
rende Knotenmenge S teilt dann C' in zwei Teilmengen C'\ S und C' N S auf.
Die Anzahl der innerhalb dieser Clique verlaufenden Schnittkanten betragt so-
mit |C'\ S||C'NS|. Sie wird maximal, wenn sich die Kardinalitéten der beiden
Teilmengen um hochsten 1 unterscheiden. Somit sind innerhalb einer Clique
hochsten | 8| [8] Schnittkanten méglich, was durch die fiir P°/(G) giiltige

> w< |23

Clique-Ungleichung
ecE(C)

widergespiegelt wird. Eine Clique der Kardinalitdt 5 mit dem dazugehdrigen
Schnitt veranschaulicht Abbildung 3.5. Bekanntlich definiert eine Clique-Un-
gleichungen genau dann eine Facette von P (@), wenn p ungerade ist. Des-
wegen wird im Weiteren davon ausgegangen, dass p ungerade ist. Sei also
p =2k +1mit k € Z*. Dann gilt E=k+ % Durch ab- bzw. aufrunden von
£ erhilt man also k bzw. k 4 1. Die Clique-Ungleichung lautet dann

Te < k(k+1) (3.5)
2. )

e€E(C

Wir betrachten nun das Verhalten der Clique-Ungleichung unter der Umschalt-
Operation. Sei a’2 < ag eine Clique-Ungleichung auf dem Graphen G. Dann
ist
o — { 1 fallse e E(C)
10 fallsed E(C)
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und a9 = k(k + 1). Nach Umschalten dieser Ungleichung bzgl. eines Schnittes
B erhalten wir (a®)Tz < k(k+ 1) — a”x?, wobei

1 fallsee E(C)\ B
a? ={ —1 fallsec E(C)NB
0 fallse¢ E(C)

Erfiillt Z = x® die Ungleichung (3.5) mit Gleichheit, dann gilt

al\B = Z Te=k(k+1)
ecE(C)

und die umgeschaltete Clique-Ungleichung ist homogen. Ist E(C) N B # 0,
dann haben einige Kanten in der umgeschalteten Ungleichung ein negatives
Vorzeichen. Dies ist aber bei einer Clique-Ungleichung nicht moglich, weswegen
die Clique-Ungleichungen unter Umschalten nicht abgeschlossen sind.

Da wir dennoch die Umschalt-Operation zur primalen Separierung benut-
zen wollen, miissen wir Ungleichungen finden, die umgeschaltet Clique-Un-
gleichungen ergeben. Welche Ungleichungen diese Eigenschaft haben, besagt
unser

Satz 3.5.3: Sei C eine ungerade Clique der Kardinalitit 2k + 1 mit k € Z™.
Sei S CV mit B = §(S) gegeben. Schaltet man

> me< Y wemit||C\S|—|CNnS||=1 (3.6)

ecE(C)\B e€E(C)NB

bzgl. B um, so erhélt man die zu C gehorige Clique-Ungleichung (3.5).

Die Nebenbedingung ||C'\ S| —|C N S|| = 1 bedeutet, dass man die Clique C
bzgl. S so partitionieren kénnen muss, dass die Menge der Knoten, die in S
sind, genau einen Knoten weniger bzw. mehr enthélt als die Menge der Knoten,
die nicht in S sind. Es folgt unser

Beweis: Nach Umformen der umzuschaltenden Ungleichung (3.6) ergibt sich

Z Te — Z T, <0

e€E(C)\B e€E(C)NB
Dies entspricht o’z < ag mit

1 fallsee E(C)\ B
—1 fallsee E(C)NB
0 fallse¢ E(C)

Qe -

und ag = 0. Nach Umschalten bzgl. B erhalten wir (a®)7z < —a”x® mit

1 fallsee E(C)\BAe¢ B
—1 fallsee E(C)NBAe¢B

©

B=] 1 fallsec B(C)\BAceB :{ 1 falls e € E(C)
(©)
(©)

1 fallsee E(C)NBAe€ B 0 falls e g E(C)

0 fallse¢g E
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Somit stimmt die linke Seite der umgeschalteten Ungleichung mit der von (3.5)
iiberein. Nun zur rechten Seite:

Es gilt ||C\ S|—|CNS|| =1und |C\S|+|CNS| = |C| = 2k+1. Daraus folgt
entweder |C'\ S| =k+1und [CNS| =k oder |C\S|=kund |CNS|=k+1.
Weiter erhélt man unter Berticksichtung der Definition des Schnittes B = 6(.5)

—aTXB = |E(C)nB|=|CnS|C\ S| = k(k+1)

Also liefert das Umschalten von (3.6) bzgl. B die zu C' gehorige Clique-Un-
gleichung (3.5), die von # = x® mit Gleichheit erfiillt wird.

O
Im Hinblick auf den Abschnitt 3.5.4 iiber hypermetrische Ungleichungen

leiten wir noch eine weitere Darstellungsart fiir die Ungleichung (3.6) her. Ist
|C'\ S| > |C N S|, so definieren wir fiir alle i € V'

1 fallsie C\ S
b= —1 fallsieCNS (3.7)
0 fallsigC

Daraus folgt direkt
Y hi=> bhi=|C\S|-|CnS|=1
i€V i€C

Gilt jedoch |C'NS| > |C\ S|, so vertauschen wir in der Definition von b; die
—1 mit der 1 und erhalten dann

dbhi=> bi=|CnS|—-|C\S|=1
eV ieC
In beiden Fillen haben wir
oIl = Ibil = [C| =2k +1
eV ieC

und es gilt
1 fallsij € E(C)\ B
bib; = -1 fallsij e E(C)NnB
0 fallsij & E(C)

= Z bibj = Z bibj = Z Te — Z Te
ijeE ijeE(C) e€cE(C)\B ecE(C)NB

Demnach lésst sich (3.6) durch Nummerierung der Knoten C = {1,...,2k+1}
mittels der Definition (3.7) auch darstellen als

2k+1 2k+1
> bib;<Omit » bi=1lund Y |b|=2k+1 (3.8)
1<i<j<2k+1 i=1 i=1

Es stellt sich nun die Frage, ob das Problem, Clique-Ungleichungen fiir
ungerade Cliquen primal zu separieren, dquivalent dazu ist, Ungleichungen
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des Typs (3.6) bzw. (3.8) standardm#Big zu separieren. Dies kénnen wir durch
folgende Uberlegung positiv beantworten:
Fiir jeden Schnitt B = 4(S5), der die Ungleichung (3.5) mit Gleichheit
erfiillt, gilt
|E(C)NB|= > Z.=k(k+1)
ecE(C)

Sei nun ein Schnitt B’ = §(S5") mit |C'NS’| < k gegeben, also |C N S| =k —1
fir l=1,...,k — 1. Somit ist |C'\ S’| = k + 1 + [, woraus folgt

IE(C)N B =|CnS||C\S|=(k—1)(k+1+1)

—k(k+1)—11+1) < k(k+1)

Also sind die gesuchten Cliquen genau die mit [CNS| = k oder |CNS| = k+1.
Diese in (3.6) aufgefithrte Nebenbedingung bedeutet, dass man einen vollstén-
digen bipartiten Subgraphen von G finden muss, dessen eine Partition genau
ein Element mehr enthilt als die andere. Da dieses Problem N P-schwierig
ist, lasst sich dies auch auf die primale Separierung der Clique-Ungleichungen
fiir ungerade Cliquen iibertragen. Die Darstellungsform (3.8) wird sich in Ab-
schnitt 3.5.4 als (2k + 1)-gonale reine hypermetrische Ungleichung erweisen,
deren Separierung sich ebenfalls als N'P-schwierig herausstellen wird.
Abschliefend wollen wir unsere Heuristik vorstellen, mit deren Hilfe sich
verletzte Clique-Ungleichungen primal separieren lassen. Die Knotenteilmenge
S C V und der dazugehorige Schnitt B = §(.5) seien gegeben. Wir versuchen,
verletzte Ungleichungen des Typs (3.6) zu finden, um diese anschlieflend bzg].
B umschalten zu kénnen. Dazu benutzen wir bereits bekannte Heuristiken, um
uns eine moglichst groffe Clique C' liefern zu lassen. Aus dieser entfernen wir
sukzessiv die Knoten, um die Nebenbedingung aus (3.6) zu erfiillen. Um die
dortige Ungleichung moglichst zu verletzen, werden dabei zuerst die Knoten
aus C entfernt, die am wenigsten zur Verletzung der Ungleichung beitragen.
Unsere Heuristik lautet wie folgt:

e Schritt 1: Berechne eine moglichst grofie Clique C.

e Schritt 2: Falls |C] < 3, stoppe mit ,Keine verletzte Ungleichung gefun-

den.”

e Schritt 3: Falls |C'\ S| —|C' NS| =0, gehe zu Schritt 7.

e Schritt 4: Falls |C'\ S| —|C N S| > 1, entferne den Knoten [ aus C, fiir
d ilt: I € C'\ S und e — e wird fiir ¢ = [
en gi € C\S un Zrerg{ls Z x Z ze wird fiir 4
ecE(C)\B ecE(C)NB
e€s(i) e€s(i)
angenommen, und gehe zu Schritt 2.

e Schritt 5: Falls |C'\ S| —|C' N S| < —1, entferne den Knoten [ aus C, fiir
den gilt: [ € C NS und min Z Te — Z T, wird fiir i = [

1€CnNs
ecE(C)\B e€E(C)NB

e€d (i) e€d (i)
angenommen, und gehe zu Schritt 2.
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e Schritt 6: Falls Z Te > Z Ze, gib die verletzte Ungleichung
ecE(C)\B ecE(C)NB
aus und stoppe.

e Schritt 7: Entferne den Knoten [ aus C, fiir den gilt:
mlclg Z Lo — Z xe wird fiir ¢ = [ angenommen. Gehe zu Schritt
c€cE(C)\B c€E(C)NB
e€d(i) e€d(3)
2.

Wir vermuten, dass die Wahrscheinlichkeit, mittels dieser Heuristik eine
verletzte Ungleichung zu finden, stark von der Anzahl der in C' enthaltenen
Elemente aus S abhéngt. Da es gilt die Nebenbedingung aus (3.6) zu erfiillen,
ist es vorteilhaft, wenn |C'NS| ~ 5. In diesem Fall wiirde Schritt 6 recht frith
aufgerufen werden. Nach dem ersten Aufruf von Schritt 6 werden jeweils zwei
Knoten aus C' entfernt, bevor Schritt 6 erneut aufgerufen wird. Ist |C' N S|
allerdings sehr klein oder ann#hernd so grofi wie |C|, so werden sehr viele
Knoten aus C herausgenommen, bis die Uberpriifung in Schritt 6 zum ersten
Mal erfolgen kann. Da dieser Fall vermutlich hdufiger auftritt als der Idealfall,
gehen wir davon aus, dass diese Heuristik nur beschrénkt einsetzbar ist.

3.5.4 Hypermetrische Ungleichungen

Sei G ein vollstandiger Graph. Definiere Q(b) : R"™ — R™ mit Q(b)i; := bsb;.
Die Ungleichung

Q(b)Tx = Z bibjr;; < 0 mit b € Z" und Zbi =1

1<i<j<n i=1

nennt man die durch b definierte hypermetrische Ungleichung. Sie ist fiir C°“*(Q)
und damit auch fiir P“*(G) giiltig. Die Bedingung, dass G vollstindig sein
muss, kann eingeschrinkt werden. Entweder definiert man die hypermetrische
Ungleichung nur auf einem vollstdndigen Subgraphen von G, oder der Tri-
gergraph, d.h., der Graph, der aus allen Knoten ¢ € V gebildet wird, fiir die
b; # 0 ist, muss vollsténdig sein.

Gilt fur alle ¢+ € V, dass b; € {—1,0,1}, so spricht man von einer
reinen hypermetrischen Ungleichung. Man nennt sie (2k + 1)-gonal, wenn
>oiq bi] = 2k + 1. Diese Bedingung ist #quivalent dazu, dass Dipi<o |bi] =k,
denn mit Y | b; =1 gilt:

Z|b|—2k+1 & > bi— > bi=2%k+1

i]b; >0 i|b; <0
@—221)_% & > b=k
1b;<0 i|b; <0

Bekannt ist, dass jede reine hypermetrische Ungleichung eine Facette de-
finiert. Eine komplette Beschreibung aller facettendefinierenden hypermetri-
schen Ungleichungen gibt es zum jetzigen Zeitpunkt jedoch nicht. Bei Deza &
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Laurent [10] finden sich einige notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Facettialeigenschaft von hypermetrischen Ungleichungen.

Ein Beispiel fiir eine reine 3-gonale hypermetrische Ungleichung ist folgende
Dreiecksungleichung aus Abschnitt 3.5.1:

Tij — X — Tjp <0

Man erhélt sie, indem man b; = b; := 1, by := —1 und fur h € V' \ {i,4,k}
by, := 0 setzt.

Auch bei der umgeschalteten Clique-Ungleichung in ihrer Darstellungsform
(3.8) handelt es sich um eine reine (2k+1)-gonale hypermetrische Ungleichung,.
Die Separierung solcher Ungleichungen ist AN'P-schwierig. Deza & Laurent [10]
zeigten dies, indem sie das NP-schwierige Problem, einen vollstéindigen bipar-
titen Subgraphen von G zu finden, dessen eine Partition genau ein Element
mehr enthélt als die andere, auf die Separierung (2k + 1)-gonaler hypermetri-
scher Ungleichungen reduzierten.

Die Komplexitit der Separierung aller hypermetrischen Ungleichungen ist
nicht bekannt, aber das Resultat zur Separierung der (2k 4 1)-gonalen hyper-
metrischen Ungleichungen lisst vermuten, dass es sich hierbei ebenfalls um ein
schwieriges Problem handelt. Wir wollen nun eine Heuristik zur primalen Sepa-
rierung von hypermetrischen Ungleichungen entwickeln. Da sich in den letzten
Abschnitten die Umschalt-Operation in diesem Zusammenhang bew#hrt hat,
werden wir zuerst untersuchen, wie sich hypermetrische Ungleichungen unter
Umschalten verhalten.

Seien dazu ein Schnitt B = §(S) und eine hypermetrische Ungleichung
in der Form aTz < 0 gegeben, wobei (aT)ij =bib; fir 1 < < j <n
und > 1 b; = 1, b; € Z. Nach Umschalten bzgl. des Schnittes B erhélt
man (a®)Tz < —a”xP. Da diese Ungleichung i.A. nicht homogen ist, sind
die hypermetrischen Ungleichungen nicht abgeschlossen unter der Umschalt-
Operation. Fiir alle Kanten ij € B wird in der umgeschalteten Ungleichung
der Koeffizient von z;; zu —b;b;. Um also weiterhin eine Darstellung der Art
D 1<icjon UibiTij < —aTxP benutzen zu kénnen, kann man o0.B.d.A. b, = —b;
fir alle ¢ € S und b, = b; fiir alle i ¢ S setzen. Dadurch verliert aber die
Bedingung >, b, = 1 ihre Giiltigkeit. Somit handelt es sich bei der umge-
schalteten Ungleichung nicht mehr um eine hypermetrische Ungleichung, son-
dern um einen Spezialfall der in der Literatur als Gap-Ungleichung bekannten
Ungleichungsklasse (siehe z.B. [10]). Von dieser weifl man, dass sie die hyper-
metrischen Ungleichungen enthélt und dass sie abgeschlossen unter der Um-
schalt-Operation ist. Da es aufgrund der Definition dieser Ungleichungsklasse
jedoch schon N'P-schwierig ist, eine Gap-Ungleichung konkret anzugeben, und
iiber die Separierung dieser Ungleichungsklasse nichts bekannt ist, werden wir
diesen Ansatz nicht weiter verfolgen.

Will man wenigsten die Homogenitét einer hypermetrischen Ungleichung
unter der Umschalt-Operation erhalten, so muss man die Bedingung
al'yP = 0 erfiillen. Dies entspricht aber genau der Bedingung, die bei der pri-
malen Separierung gegeben ist, ndmlich dass Z die Ungleichung mit Gleichheit
erfiillen soll. Demnach werden wir also auf direktem Wege versuchen, hyper-
metrische Ungleichungen primal zu separieren. Dazu betrachten wir zunéchst
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folgende Gleichung:

T\ B = Z biijB:Zbi'ij:Zbi <1—Zbi)

1<i<j<n i€S &S icS icS

Die Bedingung a’x? = 0 ist also dazu #quivalent, dass >_,. ¢ b; € {0,1}.

De Simone & Rinaldi [9] stellten eine Heuristik vor, die hypermetrische Un-
gleichungen standardméfig separiert. Durch Umformung der Nebenbedingung
b, =1 — 3" 'b; und mit Hilfe einer symmetrischen (n — 1) x (n — 1)-
Matrix ) und eines (n — 1)-dimensionalen Vektors d, die man beide mittels z*
definiert, schrieben sie die hypermetrische Ungleichung als

> b =bTQb+d"b (3.9)
1<i<j<n
wobei b = (b1,...,b,_1)T. Da wir hypermetrische Ungleichungen primal se-

parieren wollen, miissen wir die Nebenbedingung """ | b; = 1 verschéirfen zu

> hi=0A> bj=1oder Y bi=1A» bj=0 (3.10)

€S Jj€S €S Jj€S
Dadurch kénnen wir die hypermetrische Ungleichung ebenfalls in der Form
(3.9) schreiben, allerdings mit b € Z" 2, einer symmetrischen (n —2) x (n—2)-
Matrix () und einem (n — 2)-dimensionalen Vektor d, die wir beide mittels x*
definieren. Wir brauchen also durch die verschéirfte Bedingung, die sich aus
der primalen Separierung ergibt, eine Dimension weniger zur Darstellung der
hypermetrischen Ungleichung als quadratische Form als im Standard-Fall. Wie
dies im Detail aussieht, beschreibt unsere

Beobachtung 3.5.4: Im Folgenden ist der Ubersichtlichkeit halber mit x
immer z* gemeint. Da der Graph G ungerichtet ist, gilt fiir alle Kanten
x;; = xj;. Wir wihlen zuféllig ein s € S sowie ein ¢ ¢ S und setzen, um
die Bedingung (3.10) zu erfiillen,

by = — Z bi
1€8S,i#s
1o S b (3.11)

S ikt

Da es sich bei (3.10) um eine Oder-Bedingung handelt, miissen wir ebenfalls
betrachten, dass b und b; gesetzt werden konnen als by = 1 — Zie Siists b; und
by = — Zz‘gs,z‘# b;. Wir betrachten 0.B.d.A. nur den ersten Fall und definieren
die symmetrische (n —2) x (n — 2)-Matrix @ mit den Eintrégen g;; fiir i,j €
{1,...,n}\ {s,t}, wobei

( fallsie Sund i =5

falls i € Sund i = j
(zij — Tis — Tjs) fallsi € S,j € Sund i # j
(zij — Tit — Tjt) falls i € S,j & S und i # j

!
8 8
S 8

qij =

D00 0[] —
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Den (n — 2)-dimensionalen Vektor d definieren wir fiir i € {1,...,n}\ {s,t}
mittels

g = b wie— s falls i € S
L fallsi ¢ S

Damit gilt fiir den (n — 2)-dimensionalen Vektor b mit den Eintrdgen b; fiir

ie{l,...,n}\ {s,t}
bTQb + dTb = Z bibj.%'ij

1<i<j<n

Beweis: Bei allen in der folgenden Rechnung vorkommenden Indizes ¢ und j
gilt die Bedingung i,j & {s,t}. Wir schreiben dies nicht explizit auf, um ein
wenig die Ubersichtlichkeit zu wahren. Es gilt

b'Qb +d'b
= Z —bimis + Z —biwy + Z bibj(wij — wis — Tjs)
i€S igS i€S,jes
i<j
+ Z bibj(zij — it — Tjs + Tst) + Z bibj(wij — Tt — xjt)
i€5,j ¢S i¢S,j ¢S
i<j
+ ) bilwi — wa) + > bimir
i€s igs

= 3 bt 3 (- Y b)) et 3 (< by e

1<i<j<n ieS jES,i#] igS  jeS
o1 2
*1 *
+ Z (— Z bibj + bz‘) Tit + Z (—bl2 — Z bibj + bi) Tt
ieS jés iZS JESi#]
3 M
+ < Z bibj — Z bi) Lst
i1€S,jES €S
5

Mittels (3.11) erhalten wir

A =bi(=bi— Y b)) =bib,
JESiF#]
2 =bi(= D b;) = bibs
jes
3 =0 (1- ;) = biby
jgs
o =b(1=bi— > b)) = by
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Damit kénnen wir unsere Gleichungskette weiterfithren:

= Z bibjxij + Z b;ibszis + Z b;ibs;s
1<i<j<n €S 1S
+ Z b;bixir + Z bibixit + bsbyzst
ics igs

= E bl-bjxij
1<i<j<n
i,j€{s:t}
O

Der Rest unserer Heuristik orientiert sich an der Vorgehensweise von De Si-
mone & Rinaldi, die wir nun der Vollstdndigkeit halber mit den auf unsere
Bediirfnisse angepassten Dimensionen skizzieren.

Um eine verletzte hypermetrische Ungleichung zu finden, reicht es nach
der Beobachtung aus, einen Vektor b € Z"~2 zu finden mit b7 Qb + d’'b > 0.
Sei dazu v € R" 2. Ist v ganzzahlig und gilt v Qv 4+ d*v > 0, dann wird die
durch

by =wv; firie {1,...,n}\ {s,t}

by=— Y b
1€8S,iF#s
b=1- > b
igS it
definierte hypermetrische Ungleichung von x* verletzt. Ist v nicht ganzzahlig,
so setzt man w; = |v;] —ay + G; fir i € {1,...,n} \ {s,t}, wobei a; und f;
0/1 Variablen sind. Da w durch Konstruktion ein ganzzahliger Vektor ist,
werden der Richtungsvektor v und eine Belegung der Variablen «; und (;
gesucht, fiir die w”Qw + d"w > 0 gilt. Den Richtungsvektor v setzt man
anfangs auf 0 und berechnet damit eine Belegung von «; und ;. Erhélt man
keine verletzte Ungleichung, so berechnet man v mit Hilfe von Mitteln aus der
Analysis und fiihrt anschlieend die Berechnung von «; und S; erneut durch.
Die Belegung der Variablen «; und (; lédsst sich bei gegebenem v folgen-
dermaflen berechnen: Setzt man den Vektor w = |v] — a + 3 in b7Qb + d’'b
ein, so erhalt man

w'Quw+d'w=a"Bz+a'z+C
wobei

T=( 1y Qg 1y Qg 1y ey O]y Qg1+ -+ Ol

By Bs1, Bsyts s Bim1s Brets o5 Bn) "
und B eine symmetrische 2(n—2) x2(n—2)-Matrix, a ein 2(n—2)-dimensionaler
Vektor und C' eine Konstante ist. Also gilt
w'Quw+dTw>0 < 2'Br+alz>-C
Man betrachtet nun das Problem

max xlBx+alz

st. xe{0,1}2n2) (3.12)
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Jede Losung von (3.12), die einen Wert grofler als —C' hat, liefert eine durch
x* verletzte hypermetrische Ungleichung. Da (3.12) ein unbeschrénktes 0/1
quadratisches Problem ist, kann man es 16sen, indem man es auf ein Max-Cut
Problem auf dem vollstdndigen Graphen Kj(;,,_2); mit geeignet definierten
Kantenkosten transformiert (siche De Simone [8]). Wir sind hier jedoch nicht
an der optimalen Losung sondern an den Lésungen interessiert, deren Kosten
grofer als —C' sind, weswegen zur Losung dieses speziellen Max-Cut Problems
Heuristiken zum Einsatz kommen.

Abschlielend kénnen wir sagen, dass die primale Separierung der hyper-
metrischen Ungleichungen in unserem Fall keinen Vorteil in Bezug auf die Ge-
schwindigkeit bringt. Es wird lediglich eine Dimension weniger zur Darstellung
von (3.9) als im Standard-Fall benotigt.
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Kapitel 4

Gradbeschrankte minimale
Spannbiume

In Abschnitt 4.1 dieses Kapitels wird das Problem, einen gradbeschrankten
minimalen Spannbaum zu finden, zusammen mit einer Formulierung als li-
neares Programm présentiert. Einige fiir das Problem bekannte Resultate aus
der Polyedertheorie werden in 4.2 dargestellt. Uber die Formulierung als li-
neares Programm hinaus sind zudem weitere Ungleichungsklassen bekannt,
die in Abschnitt 4.3 zusammengefasst werden. Der Kern dieses Kapitels bil-
det Abschnitt 4.4. Hier leiten wir fiir die Zusammenhangsungleichungen, die
speziellen sowie die allgemeinen Kreis-Eliminierungsungleichungen die prima-
le Separierung her. Abschlieend wird in 4.5 eine Heuristik zur Konstruktion
eines gradbeschriankten Spannbaums beschrieben.

4.1 Die Problemstellung

Heutzutage ist der Einsatz des Computers aus einigen Bereichen des menschli-
chen Lebens nicht mehr wegzudenken. Er ist in der Wirtschaft und Industrie,
bei Dienstleistungen und in vielen anderen Zweigen wie Medizin, Forschung
etc. zu einem wichtigen Bestandteil geworden. Auch privat wird er immer hiu-
figer unter anderem als Kommunikationsmittel eingesetzt. Sein Vorteil liegt im
Austausch der Daten mit anderen, was iiber Netzwerke wie z.B. Firmennetz-
werke oder dem Internet realisiert wird. Demzufolge hat der Entwurf solcher
Netzwerke einen hohen Stellenwert bekommen. Um ein effizientes und zugleich
kostengiinstiges Netzwerk zu entwickeln, muss man héufig folgendes Grund-
problem l6sen:

Man hat n Computer oder Netzwerkknotenpunkte wie z.B. so genannte
Hubs, Switches, Routers oder dhnliches. Diese sollen alle so miteinander ver-
bunden werden, dass die Kosten, die unter anderem durch die Kabelldnge
entstehen, minimiert werden. Technische Einschréinkungen wie die maximale
Anzahl b; der Ports eines Switches 7 miissen dabei beriicksichtigt werden.

Es gibt noch einige andere Modelle, die zum Design von Netzwerken ange-
wendet werden (siche [17]). Bei allen liegt jedoch das oben beschriebene Pro-
blem zu Grunde, einen minimalen aufspannenden Baum zu finden, bei dem
der Knotengrad fiir Knoten ¢ nicht grofler als b; ist. Man sucht nach einem so
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Abbildung 4.1: Beispiel eines gradbeschrinkten Spannbaumes. Die fett ge-
druckten Linien bilden den Spannbaum. Die Gradbeschrinkung ist hier fiir
alle Knoten gleich und betragt b = 3.

genannten gradbeschrdnkten minimalen Spannbaum (im Englischen ,degree-
constrained minimum spanning tree”). Wir wollen uns deswegen genauer mit
diesem Problem beschéftigen und formulieren es dazu als lineares Programm:

min ¢’z

st Y @ <|S|-1 VSCV:2<|S| < |V (4.1)
e€E(S)
dw=V|-1 (4.2)
eck
>z < VieV (4.3)
e€d(i)
z. € {0,1} VeeFE

Fiir die Kantenkosten gilt hierbei ¢, € R fiir alle e € E. Die Ungleichun-
gen (4.1) verhindern, dass Kreise in der Losungsmenge auftreten, weswegen
sie Kreis- Eliminierungsungleichungen heiflen. Dass der gefundene Baum wirk-
lich ein Spannbaum ist, stellt die Spannbaum-Gleichung (4.2) sicher. Die Ein-
schrinkungen bzgl. der Anzahl der Verbindungen werden durch die Knoten-
grad-Ungleichungen (4.3) beschrieben. Dabei muss gelten, dass b; € Z=2 fiir
alle Knoten ¢ € V. Dies stellt nur dann eine wirkliche Beschrénkung dar, wenn
b; < n—1 gilt. Es ist bei einigen Modellierungen auch mdoglich, dass b; = b fiir
alle Knoten ¢ € V gilt. Ist dies der Fall mit b = 2, so sucht man nach einem
minimalen Hamiltonischen Pfad, was bekanntlich ein A/P-schwieriges Problem
ist. Garey & Johnson [16] zeigten auch von dem Problem, einen gradbeschrank-
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ten minimalen Spannbaum zu finden, dass es N'P-schwierig ist, indem sie das
symmetrisches Handlungsreisendenproblem darauf reduzierten.

4.2 Resultate aus der Polyedertheorie

Das zu dem Problem, einen minimalen gradbeschrinkten Spannbaum zu fin-
den, gehorige Polytop

Pdcmst(G) — {mERm’ er§’S’—1 VScV: 2|8 < |V,
e€E(S)

Z xe:’V‘_l’

ecE

Z ze < b; VieV,

e€d(i)

0<ze <1 VGGE}

ist offensichtlich ein 0/1 Polytop. Uns ist allerdings nicht bekannt, ob es weitere
Resultate wie z.B. zur Dimension oder zu Facetten dieses Polytops gibt.

Entfernt man die Knotengrad-Ungleichungen (4.3) aus oben genanntem
linearen Programm, so erhélt man das als minimaler Spannbaum bekannte
Problem. Dieses ist in polynomieller Zeit 16sbar mit Hilfe der bekannten Al-
gorithmen von Prim und Kruskal. Uber das dazugehorige Polytop

jidte) ::{xe]Rm\ Y oz <|S|-1 VScV:2<s| < |V,
ecE(S)
Y we=V|-1,
ecFE
0<z.,<1 VeeE}

gibt es einige Erkenntnisse. Man weif}, dass die Dimension dieses Polytops m—1
betrigt. Edmonds [11, 12] bewies, dass die Inzidenzvektoren von Spannbiu-
men eines zusammenhéngenden Graphen G genau die Ecken des durch (4.1),
(4.2) und z, > 0 Ve € E beschriebenen Polytops sind. Damit gab er eine
vollstandige Ungleichungsbeschreibung des Minimalen-Spannbaum-Polytops.
Die Ungleichungen

d we<|S|-1 VSCV: S| >2
e€E(S)

stellen genau dann Facetten dieses Polytops dar, wenn entweder |S| = 2 und
die Graphen (S, E(S)) und (V \ S, E(V \ 5)) zusammenhéngend sind oder
|S| > 3 und (S, E(S)) 2-fach zusammenhéngend ist.

4.3 Weitere giiltige Ungleichungen

Es gibt noch weitere fiir gradbeschréinkte minimale Spannb&dume giiltige Un-
gleichungen [38]. Zum einen darf kein Knoten isoliert sein, was durch

Y w1 VieV (4.4)
e€d(i)
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iiberpriift wird. Des Weiteren diirfen keine unzusammenhéngenden Strukturen
auftreten. Dies stellen die Zusammenhangsungleichungen

Y w1 VScV:2<|S|<|V] (4.5)
e€d(S)

sicher. Anstatt bei den Kreis-Eliminierungsungleichungen (4.1) alle méglichen
Mengen S zuzulassen, kann man sich nur auf Kreise (C, E(C)) beschrénken.
Dies fiithrt zu den speziellen Kreis-Eliminierungsungleichungen

> 2. <[C]-1 VCCV:|C| < |V]und (C,E(C)) ist ein Kreis (4.6)
ecE(C)

4.4 Primale Separierung fiir Ungleichungsklassen

4.4.1 Triviale Separierungen

Die Separierung der Gleichung (4.2) und der Ungleichungen (4.3) sowie (4.4)
liegen auf der Hand. Wir erwéhnen sie hier der Vollstdndigkeit halber.

Spannbaum-Gleichung

Wir zerlegen die Gleichung (4.2) in die zwei Ungleichungen

erg V-1

ecE

—>we < —(VI-1)

eck

Eine exakte Separierung dieser Ungleichungen ldsst sich durch Aufsummieren
iber alle Kanten in Zeit O(m) erreichen. Dabei handelt es sich immer um
eine primale Separierung, denn Z ist Inzidenzvektor eines gradbeschrankten
minimalen Spannbaums und erfiillt deswegen die Gleichung (4.2).

Ungleichungen bzgl. des Knotengrads

Die Ungleichungen (4.3) und (4.4) kénnen jeweils mit demselben Ansatz sepa-
riert werden. Man berechnet dazu fiir alle Knoten i € V' die Werte ) . 5(0) xh
und > cs(;) Te- Dies bendtigt eine Gesamtlaufzeit von O(m). AnschlieBend
iiberpriift man bei der Standard-Variante jeden Knoten auf Verletzung bzgl.
der aktuellen Losung x* und bei der primalen Separierung noch zusétzlich auf
Gleichheit bzgl. z. Beide Verfahren sind demnach exakt.

4.4.2 Zusammenhangsungleichungen

Betrachten wir nun die Zusammenhangsungleichungen (4.5). Wahlt man S so,
dass der durch S induzierte Subgraph (S, E(S)) nicht zusammenhéngend ist,
dann kann die dadurch gegebene Ungleichung nie von einem durch z repré-
sentierten Spannbaum mit Gleichheit erfiillt werden. Somit sind die Zusam-
menhangsungleichungen nicht scharf. Sie kénnen allerdings verschérft werden
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za
>z >s(S,E(S) VSCV:2<|S| < |V
e€d(S)

Diese Tatsache lisst vermuten, dass es zur Separierung von (4.5) ausreichend
ist, nur diejenigen Knotenteilmengen S C V' zu betrachten, deren zugehoriger
Subgraph (S, E(S)) zusammenhéngend ist. Dies wird durch unsere folgende
Beobachtung bestiétigt:

Beobachtung 4.4.1: Wenn es eine Knotenteilmenge S C V mit Z z, <1
e€d(S)
gibt, dann existiert eine Knotenteilmenge S’ C V mit Z xr <1 und
e€d(S’)

(S’, E(S")) ist zusammenhéngend.

Beweis: Sei S C V so, dass } .55 2c < 1 gilt und (S, E(S)) nicht zu-
sammenhingend ist. Weiter sei S = S1U...US; die Zerlegung von S in die-
jenigen | Untermengen, deren Subgraphen (Si, E(Sk)) mit & = 1,...,1 die [
Zusammenhangskomponenten von (S, F(S)) darstellen. Angenommen, es exis-
tiert kein k € {1,...,l}, fir das Zeeé(sk) xr < 1 gilt. Dann folgt mittels
8(S) = 6(S1)U...Us(S)):

1>Zx—2(z )

e€8(S) k=1 ecb(Sk)

und damit [ < 1, was ein Widerspruch ist.

O

Die Standard-Separierung von (4.5) erfolgt durch die Berechnung eines
minimalen Schnittes bzgl. den Kosten x*. Sind dessen Kosten echt kleiner
als 1, so hat man eine verletzte Ungleichung gefunden. Diese Separierung ist
exakt und hat, wenn man den Phasenschnitt- Algorithmus zur Berechnung des
minimalen Schnittes einsetzt, eine Laufzeit von O(mn + n?logn).

Zur Herleitung unserer primalen Separierung von (4.5) bestimmen wir zu-
néchst diejenigen Knotenteilmengen S C V, fiir die bei einem durch = gege-
benem Spannbaum 7 die Gleichung > . 5(5) Te = 1 gilt. Laut unserer Beob-
achtung reicht es aus, nur die S C V mit zusammenhéngendem Subgraphen
(S, E(S)) zu betrachten. S muss also so beschaffen sein, dass es eine Zusam-
menhangskomponente bildet und der Schnitt 4(S) im Spannbaum 7' genau
eine Kante enthilt. Demzufolge induziert jede Kante e des Spannbaumes T
eine der gesuchten Mengen S wie folgt:

Sei ij = e eine Kante von T und sei T; = (Si,ET(SZ-)) der grofite in T
liegende Teilbaum mit der Wurzel ¢, der die Kante e nicht enth&lt. Dann ist
S = S;. Da es sich bei T um einen Spannbaum handelt, gilt S; = V' \ S.
Abbildung 4.2 verdeutlicht diese Situation.

In der Praxis kann man die zu einem gegebenen Knoten i gehtrige Menge .S;
durch Tiefensuche im Spannbaum 7" ermitteln. Man 16scht die Kante e aus dem
Spannbaum T und startet von der Wurzel ¢ aus. Alle bei der Durchsuchung
von T besuchten Knoten gehoéren zur Menge .S;. Da T ein Spannbaum ist, lasst
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AN J

Abbildung 4.2: Beispiel einer primalen Zusammenhangsungleichung. Der Kas-
ten enthélt den Teilbaum T;.

sich S; somit in O(n) bestimmen. Mit Hilfe dessen ldsst sich dann auch der
Wert des Schnittes 0(.5;) bzgl. z* in O(m) berechnen.

Unsere primale Separierung der Zusammenhangsungleichungen (4.5) muss
also fiir jede Kante ij von T" die Menge S; und den Wert ) . 5(s;) Te berechnen
und priifen, ob die Ungleichung verletzt wird. Sie ist somit exakt und ben&tigt
eine Gesamtlaufzeit von O(mn +n?), da T als Spannbaum |n| — 1 Kanten ent-
hélt. Gegeniiber der Standard-Variante zeichnet sie sich durch eine schnellere
Laufzeit aus.

4.4.3 Spezielle Kreis-Eliminierungsungleichungen

Die speziellen Kreis-Eliminierungsungleichungen (4.6) lassen sich wie folgt um-

formen:
Ym0l -1e Y l-xz>1
ecE(C) ecE(C)

Raidl [38] schlug deswegen zur Standard-Separierung dieser Ungleichungsklas-
se vor, die Kosten aller Kanten e auf ¢/(e) = 1 —x zu setzen. Sie sind dadurch
weiterhin nicht negativ, da 0 < 2% <1 fiir alle Kanten e € E gilt. Dann sucht
man nach einem minimalen Kreis C' in (G, ¢’). Falls ein solcher existiert und
dessen Kosten < 1 sind, gilt damit } - c gy 2z > [C| — 1, und man hat eine
verletzte Ungleichung gefunden. Zur Suche nach einem minimalen Kreis C' in
(G, ) benutzte Raidl folgenden Algorithmus:

Setze ¢/ ;. = oo und C = 0.

Fiir alle Kanten e in G:
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Abbildung 4.3: Drei Beispiele einer primalen speziellen Kreis-Eliminierungs-
ungleichung. Die gestrichelten Kanten bilden jeweils mit den dazugehdrigen
Baumkanten die angedeuteten Fundamentalkreise.

Setze ij = e.
Entferne e aus G.
/

Finde den kiirzesten Weg von ¢ nach j mit den Kosten Chath-

/.
min"*

Falls dieser existiert und ¢, +¢'(e) < ¢

/
Setze ¢ ;.

= C;ath + (e) und speichere die zugehorige Menge C.
Fiige e zu G hinzu.

Falls der Kiirzeste-Wege-Algorithmus von Dijkstra zur Suche nach einem kiir-
zesten Weg von ¢ nach j benutzt wird, hat die oben genannte exakte Stan-
dard-Separierung von (4.6) iiber alle Kreise eine Laufzeit von O(mn?), da
die Laufzeit von Dijkstra O(n?) betrigt und dieser fiir jede Kante aufgerufen
werden muss.

Um die Ungleichungen (4.6) primal zu separieren, suchen wir nach Krei-
sen C, die die Bedingung }° ¢ ¢y Ze = |C| — 1 erfiillen. Da ein Kreis iiber
|C| Knoten |C| viele Kanten enthélt, muss folglich bei den gesuchten Kreisen
genau eine Kante keine Baumkante sein. Es handelt sich somit um Fundamen-
talkreise, was durch die Abbildung 4.3 veranschaulicht wird. Unsere primale
Separierung muss also fiir jede Kante e, die keine Baumkante von T ist, den
dazugehorigen Fundamentalkreis finden. Unter diesen wird der bzgl. den Kos-
ten ¢/(e) = x* maximale Fundamentalkreis C' gesucht. Dazu verwenden wir
diesen Algorithmus:

fax = 0 und C' = (.
Fiir alle Kanten e in G, die keine Baumkanten von 7T sind:
Setze ij = e.

Setze ¢
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Finde den Pfad von 7 nach j in T mit den Kosten ¢/
Falls ¢, + (e ) > cl
Setze Crpax = Cpai, + €' (€) und speichere die zugehorige Menge C'.

path*

max

Falls ein maximaler Fundamentalkreis C gefunden wurde, {iberpriifen wir, ob
fiir ihn 3~ c gy @ > |C] — 1 gilt, und er damit eine verletzte Ungleichung
darstellt.

Unser Verfahren zur primalen Separierung von (4.6) ist also exakt. Den
Pfad von ¢ nach j im Spannbaum 7" suchen wir mittels Breitensuche. Da T als
Spannbaum nur n — 1 Kanten hat, benétigt die Breitensuche dazu O(n) Zeit.
Weiterhin miissen die Fundamentalkreise fiir alle Kanten berechnet werden,
die keine Kanten des Spannbaumes 7" sind. Dies sind m — (n — 1) viele, und
deshalb betrégt die Gesamtlaufzeit unseres Verfahrens O(mn). Es ist somit
schneller als die vorgestellte Standard-Separierung.

4.4.4 Kreis-Eliminierungsungleichungen

Fiir die Kreis-Eliminierungsungleichungen (4.1) ldsst sich die gleiche Beobach-
tung machen wie bei den Zusammenhangsungleichungen in Abschnitt 4.4.2:

Ist  der Inzidenzvektor eines Spannbaumes und wird die Knotenteilmenge
S C V so gewéhlt, dass der durch sie induzierte Subgraph (S, E(S)) nicht zu-
sammenh#ngend ist, so kann die dadurch gegebene Ungleichung nie von T mit
Gleichheit erfiillt werden. Folglich sind auch die Zusammenhangsungleichun-
gen in der gegebenen Form nicht scharf. Man kann sie ebenfalls verschérfen.
Sie lauten dann:

Z ze < |S|—s(S,E(S)) VSCV:2<|S|<|V]
ecE(S)

Dies fiihrt erneut zu der Vermutung, dass es ausreicht, zur Separierung von
(4.1) nur diejenigen Knotenteilmengen S C V' zu betrachten, deren zugehori-
ger Subgraph (S, E(S)) zusammenhéngend ist. Unsere folgende Beobachtung,
die in dieser Art auch bei Padberg & Wolsey [36] zu finden ist, belegt die
Richtigkeit dieser Vermutung.

Beobachtung 4.4.2: Wenn es eine Knotenteilmenge S <C V mit
Z xp > |S] —1 gibt, dann existiert eine Knotenteilmenge S’ C V mit
ecE(S)
Z xi > |9 — 1 und (9, E(S")) ist zusammenh#ngend.
ecE(S)
Beweis: Sei 5 C V derart, dass Y .cpgze > [S] — 1 gilt und (S, E(S))
nicht zusammenhiingend ist. Erneut sei S = S1U...U S die Zerlegung von S
in diejenigen [ Untermengen, deren Subgraphen (Sg, F(Sg)) mit k = 1,...,1
die [ Zusammenhangskomponenten von (S, E(S)) darstellen. Wir nehmen an,
dass es kein k € {1,...,1} mit }_ . pcg,) @ > [Sk| — 1 gibt. Daraus folgt

Sl-1< Y ar = Z(Z >§\S|—l

ecE(S) k=1 ecE(Sk)
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Dies fiihrt zu dem Widerspruch [ < 1.
O

Die Standard-Separierung, die Padberg & Wolsey [36] vorschlugen, sepa-
riert die Kreis-Eliminierungsungleichungen (4.1) in der gegebenen Form, d.h.,
es werden alle moglichen Knotenteilmengen S C V' beriicksichtigt. Sie berech-
nen dazu das Minimum der submodularen Funktion g(S) = |S| — > .cp(g) @2
indem sie ein geeignetes Netzwerk definieren. Auf diesem suchen sie nach einem
speziellen minimalen Schnitt, den sie aus n —2 Maximaler-Fluss-Berechnungen
mit der jeweiligen Anpassung des Netzwerkes erhalten. Wird zur Berechnung
der maximalen Fliisse die Maximum-Distanz-Version des Goldberg-Tarjan-Al-
gorithmus verwendet, dann ergibt sich fiir die Separierung von Padberg &
Wolsey, welche exakt ist, eine Gesamtlaufzeit von O(n?).

Um unsere primale Separierung der Kreis-Eliminierungsungleichungen (4.1)
zu entwickeln, wollen wir uns zuerst wieder Gedanken zu den mdoglichen Kno-
tenteilmengen S C V machen. Die Einschrankung, dass die durch sie induzier-
ten Subgraphen (S, E(S)) zusammenhéngend sein sollen, wird wieder durch
unsere Beobachtung gerechtfertigt. Auflerdem soll fiir den durch Z gegebenen
Spannbaum T die Gleichung ZeeE(S) T = |S| — 1 gelten. Deswegen enthélt
(S, E(S)) einen Teilbaum 7" von T', der ein Spannbaum fiir (S, E(S)) ist.

Sei der Spannbaum T derart, dass er eine Wurzel und n—1 Blétter hat. Dar-
aus resultieren Y ;' (3) = 2"~ 1 1 Moglichkeiten fiir T”, wobei k = |E(S)].
Somit ist es nicht sinnvoll, alle mdglichen Mengen S, deren durch sie induzier-
te Subgraphen (.5, E(S)) einen zusammenhéngenden Teil des Spannbaumes 7'
enthalten, zu enumerieren.

Wir wenden uns nun wieder der von Padberg & Wolsey vorgeschlage-
nen Standard-Separierung zu und werden diese so verdndern, dass sie primal
separiert. Zuerst miissen wir die von ihnen benutzte submodulare Funktion
9(S) = 15| = Xocep(s) ve modifizieren. Unsere Idee ist die folgende:

Wir wollen eine Funktion f : S — R fiir ) # S C V definieren, fiir die
Folgendes gilt:

_f 9(8) falls 3 cpgZe =51
UC { >1 sonst

Diese Funktion kann also nur dann < 1 werden, wenn ) . B(s) Te > S| —1
und 3 e pg) Te = |S|—1 gilt. Enthélt der durch S induzierte Graph (5, E(5))
keinen zusammenhéngenden Teilbaum von 7', dann soll also f(S) > 1 gelten.
Die Wahl einer Menge .5, die nicht die zusétzliche Bedingung der primalen Se-
parierung erfiillt, wird somit bestraft. Unsere primale Separierung lauft damit
auf die Suche einer Menge S hinaus, die f minimiert. Hat dieses Minimum
einen Wert < 1, so hat man eine verletzte Ungleichung gefunden.
Um f die oben geforderte Eigenschaft zu geben, definieren wir

=Isl= > wr+D(ISI- Y #-1),
e€cE(S) ecE(S)

wobei D eine positive Konstante ist. Diese muss demnach so gewahlt werden,
dass sie fiir den Fall |S| — 3 cpg) Ze > 2 grofer als 3 .. p(g) z¢ ist. Um D so
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wihlen zu konnen, bestimmen wir den gréBtmaoglichen Wert, den ) . B(s) Le
annehmen kann. Es gilt

|51

S ar<lBS) < Y k= (ISP - I9)
k=1

e€E(S)

Gleichheit gilt hier, wenn G zusammenhéngend und z} = 1 fiir alle Kanten
e € FE ist. Wir nehmen dies 0.B.d.A. an. Man erkennt leicht, dass die Funktion
2(]S|? = |9]) fiir |S| > 1 streng monoton steigend ist. Da |S| < n gilt und

folglich fir |S| = n der groBtmogliche Wert angenommen wird, setzen wir
D :=1(n?—n).

Da ¢ submodular ist, ldsst sich vermuten, dass dies auch auf f zutrifft.
Dies bestétigt sich in unserer

Beobachtung 4.4.3: f ist submodular, d.h., es gilt

FXUY)+ f(XNY)< F(X)+ f(Y) VX, Y CV

Beweis: Die Funktion f ldsst sich schreiben als f(S) = g(S) + Dh(S) — D
mit 1(S) = [S| = X ccp(s) Te- R ist also von gleicher Form wie g. Da genau
wie fiir 2} fiir alle Kanten e die Ungleichungen 0 < z, < 1 gelten, ist auch h
submodular. Die Addition einer Konstanten und auch die Multiplikation ei-
ner submodularen Funktion mit einer Konstanten erhélt die Submodularitét,
wodurch auch Dh(S)— D submodular ist. Die aus der Addition zweier submo-
dularer Funktionen resultierende Funktion ist ebenfalls submodular, weswegen
dies auch fiir f gilt.

O

Um nach der Menge S zu suchen, die unsere submodulare Funktion f
minimiert, orientieren wir uns an der Vorgehensweise von Padberg & Wolsey.
Analog zu ihnen definieren wir anhand des Graphen G = (V, E) ein Netzwerk
(G*, ), das zusiitzlich zu den n Knoten aus V eine Quelle 0 und eine Senke
n + 1 erhélt. Fiir alle Knoten i € V' definieren wir b; := x;+ D Z Ze.

e€d(i) e€d(i)
Die Kanten werden wie folgt gesetzt:

e Fiir jede ungerichtete Kante e = ij aus F setzen wir in G* zwei gerichtete
Kanten (,7) und (4,4), die die Kosten C/(i,j) = c’(jﬂ.) = (2} + Dz.)
erhalten.

e Von der Quelle 0 aus setzen wir fiir jeden Knoten ¢ € V eine gerichtete

Kante (0,7) mit den Kosten g, ;) = max{3b; — (D +1),0}.

e Zur Senke n+1 hin setzen wir von jedem Knoten i € V' aus eine gerichtete
Kante (i,m + 1) mit den Kosten C/(i—i—l) = max{(D + 1) — 3b;,0}.

Sei nun S C V. Wir betrachten in dem Netzwerk G* einen (0,n + 1)-Schnitt,

d.h., einen gerichteten Schnitt von S U {0} nach (V' \ S) U {n + 1}. Dessen

Kosten betragen:
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J(Su{o}: (V\S)u{n+1})

=" max{3b;— (D+1),0} + > max{(D +1) — $b;,0}
iEV\S i€s

+d(S: V\S)

= (max{(D +1) — $b;,0} — max{3b; — (D +1),0})
€S

+3 > (234 Dz:)+ Y max{gb; — (D +1),0}
e=tj eV
1€5,7€V\S

=(D+1)IS| =35> bi+5 > (2 +Dzx)
€S e=1j
1€5,j€V\S

+ Zmax{%bi —(D+1),0}
eV

=(D+1)IS| = > (& +Dz)+ Y max{3h — (D +1),0}
e€E(S) i€V

= f(S)+ D+ Zmax{%bi — (D +1),0}
eV

Da D und ;o max{3b; — (D + 1),0} von der Menge S unabhingig sind,
korrespondiert eine die Funktion f minimierende Menge S zu einem minimalen
(0,n+1)-Schnitt in (G*, ). Diesen kénnen wir mittels einer Maximaler-Fluss-
Berechnung erhalten. Allerdings darf S nicht leer sein, weswegen wir nach der
Idee von Padberg & Wolsey n — 2 Maximaler-Fluss-Berechnungen benutzen.
Die Kosten des k-ten Netzwerkes fiir £ = 1,...,n — 2 werden dabei wie in
(G*, ) definiert mit der Ausnahme, dass

e fiir k = 1 die Kosten c'(0 1) = 0 gesetzt werden,

e fiir £ > 2 die Kosten c'(Ok) = oo und fir v = 1,...,k — 1 die Kosten

c'(v 1) = 00 gesetzt werden.

Die Schnittmenge S, die unter allen n — 2 Berechnungen die geringsten Kosten
hat, ist dann die gesuchte Menge, was durch folgende Uberlegung bestéitigt
wird:

Falls S den (0,n + 1)-Schnitt minimiert und |S| > 3 gilt, dann gibt es
ein k € {1,...,n — 2}, welches k € S und {1,...,k —1} C V \ S erfiillt.
Die Kosten jedes (0,n 4 1)-Schnittes mit |S| = 2 sind > D + 1. Wenn S nur
einelementig ist, dann betragen die Schnittkosten D + 1. Deswegen reichen
die oben angegebenen n — 2 Maximaler-Fluss-Berechnungen zum Finden der
Menge S aus, die den (0,n 4 1)-Schnitt minimiert.
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Der von uns gemachte Ansatz zur primalen Separierung der Kreis-Elimi-
nierungsungleichungen (4.1) hat somit die gleiche Laufzeit wie die von Padberg
& Wolsey vorgeschlagene Standard-Separierung und ist ebenfalls exakt.

4.5 Konstruktion eines gradbeschrinkten Spannbau-
mes

Um die gewonnenen Erkenntnisse im Rahmen des primalen Schnittebenen-
algorithmus aus Abschnitt 2.4 anwenden zu koénnen, bendtigt man noch ein
Verfahren, um zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) mit Gradbeschrén-
kungen ) . 5(i) Te < b; fiir alle Knoten ¢ € V einen gradbeschriankten Spann-
baum als Startlosung T zu generieren. Wir gehen in diesem Zusammenhang
davon aus, dass es solch eine zuléssige Losung gibt.

Bekannt ist Prims Algorithmus zur Berechnung eines minimalen Spann-
baumes bei gegebenen Kantenkosten c(e):

Setze T = (Vp, Er) = ({i},0), wobei i € V beliebig.
Solange Vr # V:
Fiige diejenige Kante e € §(Vr) zu Er hinzu, deren Kosten c(e)
minimal sind.

Setze Vi = V(ET).

Die Gesamtkosten des so gefundenen minimalen Spannbaumes kénnen bei der
Suche nach einem gradbeschrinkten minimalen Spannbaum immer als untere
Schranke benutzt werden.

Narula & Ho [30] verdnderten Prims Algorithmus geringfiigig, um einen
gradbeschréinkten Spannbaum zu erhalten:

Setze T = (Vr, Er) = ({i},0), wobei i € V beliebig.
Solange Vr # V:
Fiige diejenige Kante e € §(Vr) zu Er hinzu, deren Kosten c(e)
minimal sind und deren Hinzunahme keine
der Gradbeschrinkungen verletzt.

Setze Vi = V(ET).

Die Kosten des auf diese Weise erhaltenen gradbeschrinkten Spannbaumes
miissen nicht minimal sein und sind von der Wahl des Startknotens ¢ abhén-
gig. Deswegen schlugen Narula & Ho ein Verfahren vor, mit dessen Hilfe die
Kosten des gradbeschriankten Spannbaumes durch Austausch gewisser Kan-
ten verringert werden kénnen. Die dadurch erhaltene Losung bleibt allerdings
weiterhin heuristisch.

Eine andere Art Heuristik, die von ihnen prisentiert wurde, basiert auf ei-
nem minimalen Spannbaum. Bei diesem werden nachtréglich die Kanten aus-
getauscht, die eine der Gradbeschrinkungen verletzen. Auch Savelsbergh &
Volgenant [39] stellten zwei Heuristiken vor, die mittels dieses Ansatzes arbei-
ten. Thre beiden Ansitze haben eine Laufzeit von O(n) und erzielen bessere
Resultate als die von Narula & Ho.



Kapitel 5

Resultate

Dieses Kapitel fasst alle Resultate zusammen, die im Rahmen dieser Diplom-
arbeit erzielt wurden. In Abschnitt 5.1 werden die theoretischen Resultate zur
primalen Separierung fiir Max-Cut und gradbeschréinkte minimale Spannbé&u-
me besprochen. Die mit Hilfe unserer Implementierung gewonnenen Rechen-
resultate fiir das gradbeschrinkte minimale Spannbaum Problem werden in
Abschnitt 5.2 mit in der Literatur veroffentlichten Ergebnissen verglichen.

5.1 Theoretische Ergebnisse

Eine Motivation zur Untersuchung der primalen Separierung fiir das Max-Cut
Problem und gradbeschréinkte minimale Spannbédume war die Tatsache, dass
Letchford & Lodi [27] fiir einige Probleme eine primale Separierung fanden,
die schneller oder konzeptuell einfacher als die beste bekannte Standard-Se-
parierung ist. Da die Separierung eine entscheidende Rolle bei Schnittebenen-
verfahren oder Branch & Cut spielt, legt dies die Vermutung nahe, dass eine
schnellere Separierung auch zu einem schnelleren Verfahren zur Losung eines
Problems fiithren kann.

In Kapitel 3 wurde die primale Separierung fiir das Max-Cut Problem und
in Kapitel 4 fiir gradbeschrinkte minimale Spannb&dume untersucht. Einen Ver-
gleich der Laufzeiten der bisher bekannten Standard-Separierungen mit den
von uns gewonnenen primalen Separierungen fiir die einzelnen Ungleichungs-
klassen zeigt Tabelle 5.1. Dabei handelt es sich bei allen mit einer Laufzeit
aufgefithrten Separierungen um exakte Separierungen. Auf den ersten Blick
erkennt man, dass die primale Separierung in allen Féllen mindestens genauso
schnell wie die Standard-Separierung ist. Wir betrachten nun beide Probleme
im Einzelnen.

Fiir das Max-Cut Problem hat sich bei den von uns durchgefiithrten Unter-
suchungen gezeigt, dass die Laufzeiten der primalen und der Standard-Sepa-
rierungen fiir die Dreiecks- und Kreisungleichungen durch das gleiche Polynom
beschrieben werden. Trotz der Verlagerung der Probleme vom Schnitt-Poly-
top auf den Schnitt-Konus mit Hilfe der Umschalt-Operation, die selbst eine
lineare Laufzeit hat, konnte keine schnellere Laufzeit erzielt werden. Dies 1dsst
sich folgendermaflen begriinden:
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Standard- primale
Problem Ungleichungsklasse Separierung Separierung
Max-Cut Dreiecksungl. O(n?) O(n3)
Kreisung]. O(n?) O(n3)
Clique-Ungl. Heuristik Heuristik
Hypermetrische Ungl. Heuristik Heuristik
GBMSB Spannbaumg]. O(m) O(m)
Knotengradung]. O(m) O(m)
Zusammenhangsungl. O(mn +n?logn) | O(mn + n?)
Spez. Kreiseliminierungsungl. O(mn?) O(mn)
Kreiseliminierungsung]. O(n?) O(n%)

Tabelle 5.1: Vergleich der Laufzeiten der primalen und der Standard-Separie-
rungen fiir die jeweiligen Ungleichungsklassen

Fiir einen vollstdndigen Graphen kénnen polynomiell viele Dreiecksunglei-
chungen generiert werden. Betrachtet man nur die Subklasse derjenigen Drei-
ecksungleichungen, die von einem gegebenen Schnitt mit Gleichheit erfiillt wer-
den, so reduziert das die Anzahl der zu generierenden Ungleichungen lediglich
um einen konstanten Faktor. Somit sind die Ordnungen der Polynome, die die
Anzahl der Ungleichungen der gesamten Klasse bzw. der eben beschriebenen
Subklasse angeben, gleich.

Bei den Kreisungleichungen separiert man nach Umschalten auf die glei-
che Art wie schon bei der Standard-Separierung, d.h., man sucht in einem
Hilfsgraphen nach einem kiirzesten Weg. Deswegen ist auch hier die primale
Separierung genauso schnell wie die Standard-Separierung. Fiir die Clique-
Ungleichungen und die hypermetrischen Ungleichungen sind die Standard-Se-
parierungen und damit auch die primalen Separierungen N P-schwierig. Aus
diesem Grund haben wir uns bei diesen beiden Ungleichungsklassen auf die
Entwicklung von Heuristiken zur primalen Separierung beschrénkt. Insgesamt
gesehen konnte fiir keine der betrachteten Ungleichungsklassen des Max-Cut
Problems eine primale Separierung erreicht werden, die schneller als die jeweils
bekannte Standard-Separierung ist.

Dies ist bei den gradbeschréinkten minimalen Spannbdumen anders. Hier
haben wir fiir zwei Ungleichungsklassen primale Separierungen hergeleitet, die
schneller sind als die bekannten Standard-Separierungen. Bei den trivialen Se-
parierungen fiir die Spannbaum-Gleichung und den Ungleichungen bzgl. des
Knotengrads kann keine Verbesserung erzielt werden, da die Standard-Sepa-
rierungen in linearer Zeit arbeiten.

Fiir die Zusammenhangs- und die speziellen Kreiseliminierungsungleichun-
gen haben wir eine primale Separierung angegeben, deren Laufzeit schneller
als die der Standard-Separierung ist. Der Grund dafiir ist, dass der gegebe-
ne Punkt z, der die zu separierenden Ungleichungen mit Gleichheit erfiillen
soll, einen Spannbaum im Graphen darstellt. Diese Struktur kann genutzt
werden, um die primale Separierung konzeptuell zu vereinfachen. So wird
bei den Zusammenhangsungleichungen statt eines Minimum-Schnitt-Algorith-
mus, der bei der Standard-Separierung verwendet wird, nur die Tiefensuche
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benutzt. Auch bei den speziellen Kreiseliminierungsungleichungen wird statt
eines Kiirzeste-Wege-Algorithmus nur die Tiefensuche bei der primalen Se-
parierung verwendet. Daraus resultieren die Laufzeitverbesserungen. Bei den
allgemeinen Kreiseliminierungsungleichungen wird das gleiche Verfahren wie
zur Standard-Separierung benutzt, weswegen hier die Laufzeiten gleich sind.

5.2 Rechenresultate

Es sind viele Losungsansétze bekannt, mit deren Hilfe man einen gradbe-
schrankten minimalen Spannbaum finden kann. Knowles & Corne [24] sowie
Krishnamoorthy, Ernst & Sharaiha [25] vergleichen in ihren Veréffentlichun-
gen einige Heuristiken, Simulated Annealing, genetische Ansétze, Lagrange
Relaxierungen und Branch & Bound Verfahren anhand von verschiedenen
Instanzklassen. Raidl hat seines Wissens nach [38] als Erster ein Standard
Branch & Cut Verfahren zur exakten Loésung des gradbeschréinkten minima-
len Spannbaum Problems implementiert. Auch er benutzte dazu ABACUS.
Wir werden im Folgenden Rechenresultate présentieren, die wir mit unserem
primalen Schnittebenenalgorithmus bzgl. oben genannter Instanzklassen er-
zielen konnten, und diese mit den besten bekannten Resultaten vergleichen.
Unseres Wissens nach existiert in der Literatur bis zum jetzigen Zeitpunkt
kein Losungsversuch dieser Art.

Bei den von uns durchgefithrten Berechnungen traten des Ofteren Pro-
bleme auf, die einen vorzeitigen Abbruch des Algorithmus zur Folge hatten.
In einigen wenigen Féllen bereitete das zur Losung der Tableaus benutzte
Programm CPLEX Probleme. Es lieferte einen fehlerhaften Status einer Ba-
sisvariablen zuriick oder benutzte Phase II des primalen Simplex, obwohl das
Tableau primal zuléssig war. Diese Effekte konnten auch von anderen Personen
[15] bereits beobachtet werden.

Alle anderen Abbriiche wurden durch Rundungsfehler verursacht. Diese
machten sich besonders bei der Generierung der gemischtganzzahligen Go-
mory-Schnitte bemerkbar. In vielen Fillen lag die beste bekannte Losung T
nicht auf der durch den Gomory-Schnitt beschriebenen Schnittebene, sondern
hatte von dieser einen Abstand ¢ in der GréBenordnung 10714 < ¢ < 1077,
Nach dem Hinzufiigen solcher Schnittebenen wurde in einer anschliefenden
Iteration durch den primalen Simplex ein neuer Losungsvektor z* berechnet,
der zu T einen betraglichen Abstand von nur etwa ¢ hat und damit als neu-
er zuldssiger Losungsvektor galt. Dadurch begann der Algorithmus zu zykeln
und konnte infolgedessen keinen besseren Losungsvektor finden. Wir haben
durch mehrere Ansétze versucht, die Abbriiche durch Rundungsfehler zu be-
seitigen. Zum einen haben wir die Generierung der Gomory-Schnitte dahin-
gehend modifiziert, dass sie in einigen Féllen Schnittebenen liefert, die von &
mit Gleichheit erfiillt werden. Des Weiteren wird an einigen Stellen in unserem
Algorithmus die Toleranzgrenze fiir die Maschinengenauigkeit dynamisch an-
gepasst, um Rundungsfehlern entgegenzuwirken. Alle Berechnungen wurden
auf einem Athlon MP 18004 mit 15633MHz durchgefiihrt. Um die durch die
Hardware verursachten Rundungsfehler zu tiberpriifen, haben wir unsere Be-
rechnungen auf Systeme mit Pentium IIT 500Mhz, UltraSPARC-IIi 440MHz
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und UltraSPARC-IT 300MHz Prozessoren verlagert. Hierbei konnten wir bei
einigen der problematischen Instanzen Verédnderungen in der Anzahl der Ite-
rationen, nach denen abgebrochen wurde, beobachten. Zuletzt wurde auf allen
Maschinen die durch den Compiler vorgegebenen Optimierungsstufen variiert
oder ausgeschaltet. Auch dies fithrte dazu, dass sich die Anzahl der Iterationen
bis zum Abbruch bei einigen problematischen Instanzen verédnderte. Trotz in-
tensiver Nachforschungen konnten im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht alle
Fehler beseitigt werden.

Bei allen Berechnungen haben wir ein Iterationslimit von 10000 Iterationen
gesetzt, da Beobachtungen gezeigt haben, dass ab etwa 5000 Iterationen keine
signifikanten Verbesserungen mehr erzielt werden. Die Giite einer Losung ge-
ben wir wie iiblich durch den dazugehorigen Gap-Wert an, der sich berechnen
lasst durch Gap = (primale Schranke — duale Schranke)/duale Schranke und
in Prozent angegeben wird.

Von den insgesamt 240 Instanzen, die in den 6 Klassen R, M, CRD, SYM,
STR und SHRD gruppiert sind, konnten 52 von der Startheuristik und weitere
38 vom Schnittebenenalgorithmus optimal gelost werden. Insgesamt wurden
also 90 Instanzen optimal geldst, was einem Anteil von 37,5% entspricht. Fiir
52 Instanzen (21,6%) wurden Losungen berechnet, deren Gap-Wert zwischen
und 0 und 1% liegt. Weitere 20 Instanzen (8,3%) konnten mit einem Gap-Wert
zwischen 1 und 5% gelost werden. Insgesamt wurden also fiir 67,5% der Instan-
zen gute bis optimale Losungen berechnet. Von den 78 Instanzen, fiir die keine
guten Resultate erzielt werden konnten, brachen 75,64% der Berechnungen
wegen oben genannten ,, Fehlern” ab.

Bei den folgenden Tabellen gibt n immer die Anzahl der Knoten der je-
weiligen Instanz an. Alle Instanzen haben eine globale Gradbeschrankung b,
die wir iibernommen haben. Wir wollen hier anmerken, dass unser Algorith-
mus auch Instanzen berechnen kann, bei denen jeder Knoten eine individuelle
Gradbeschrankung hat. Die Spalte CPU gibt die nach oben gerundete CPU
Zeit in Sekunden an. Unser primales Schnittebenenverfahren bezeichnen wir
mit Primal. In der Spalte Iter. befindet sich die Anzahl der primalen Sim-
plex-Iterationen, die der Algorithmus durchgefithrt hat. Trat ein frithzeitiger
Abbruch durch einen der oben erwihnten ,,Fehler” auf, so ist die Anzahl der
bis zum Abbruch durchgefiihrten Iterationen kursiv dargestellt.

Die R und M Instanzen stammen von Knowles & Corne [24]. Die von ih-
nen entwickelte GA Heuristik erzielt in den Vergleichen ihrer Veroffentlichung
die besten Resultate fiir diese Instanzen. Sie geben die Giite mithilfe eines
Quotienten . an, den sie als Q. = Kosten des gefundenen gradbeschrénkten
Spannbaums / Kosten des minimalen Spannbaums definieren. Die Werte der
von ihnen angegebenen Quotienten wurden als Mittelwert iiber 20 Durchlau-
fe gebildet. Uber die Laufzeit der GA Heuristik machen sie keine Angaben.
Um ihre Resultate mit unseren vergleichen zu kénnen, haben wir fiir unsere
Losungen ebenfalls diese Quotienten gebildet.

Tabelle 5.2 zeigt die fiir die Klasse der R-Instanzen erzielten Resultate.
Obwohl unser Verfahren bei der Instanz r100n1 aufgrund eines , Fehlers” vor-
zeitig abgebrochen ist, konnte auch hier eine sehr gute Losung berechnet wer-
den. Die 3 Instanzen mit 50 Knoten konnten alle optimal gelost werden. Ein
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Primal GA

n b Typ Gap CPU  Iter. Q. Q.

50 5 nl 0 1 45 1,61 | 1,74

50 5 n2 0 19 1528 1,69 | 1,83

50 5 n3 0 10 1111 1,62 | 1,78

100 5 nl | 0,1652 38 7861 1,61 | 1,73

100 5 =n2 | 0,3353 3145 10000 1,50 | 1,60

100 5 =n3 | 0,0149 14 10000 1,55 | 1,69

200 5 nl | 2,4273 140 10000 1,54 | 1,64

200 5 n2 | 0,9792 141 10000 1,49 | 1,59

200 5 n3 | 0,4945 148 10000 1,53 | 1,65

Tabelle 5.2: Vergleich der R-Instanzen

Primal B & C GA
n b Typ| Gap CPU Iter. Q. | Gap CPU Q. Q.
50 5 nl | 64,47 1 10000 3,65 0 320 245 |3,15
50 5 n2 | 47,51 23 10000 3,24 0 1 221|299
50 5 =n3 | 35,80 1 10000 3,20 0 1 2,36 | 2,58
100 5 =nl | 67,13 2 10000 3,29 0 3 1,98 | 2,44
100 5 n2 | 86,90 2 1886 3,86 0 1555 2,08 | 2,84
100 5 n3 | 90,62 2 10000 3,75 0 4 198 | 2,86
200 5 nl |48,75 121 3872 2,66 0 3 1,79 | 2,04
200 5 n2 | 7810 125 10000 3,19 0 24 1,78 | 2,47
200 5 n3 0 4868 7416 1,68 0 22 1,68 | 1,71

Tabelle 5.3: Vergleich der M-Instanzen

Vergleich der Quotienten zeigt, dass unser primales Schnittebenenverfahren
fiir alle Instanzen bessere Resultate erzielt als die GA Heuristik.

Die M-Instanzen wurden ebenfalls von Raidl [38] berechnet. Sein Standard
Branch & Cut Algorithmus wird in der Tabelle 5.3 als B & C bezeichnet.
Bei 2 Instanzen traten bei unseren Berechnungen ,Fehler” auf. Die von uns
erzielten Ergebnisse sind bis auf die Ausnahme der Instanz m200n3, die opti-
mal gelost werden konnte, deutlich schlechter als diejenigen der GA Heuristik.
Unser Algorithmus hatte mit dieser Instanzklasse die grofiten Probleme hin-
sichtlich der Qualitdt der Losungen. Dies liegt an den von Knowles & Corne
konstruierten M-Graphen. Anhand deren Struktur kann man erkennen, dass
sie Heuristiken, die nach dem Greedy-Prinzip arbeiten und sich an den Kanten-
kosten orientieren wie z.B. die von uns eingesetzte Startheuristik von Narula
& Ho, zu tendenziell ungiinstigen Entscheidungen zwingen. Zusétzlich ist der
Knotengrad des minimalen Spannbaums bei jeder Instanz sehr hoch, ndmlich
teilweise bis zu 15. Dadurch haben der minimale Spannbaum und der gesuchte
gradbeschréinkte minimale Spannbaum sehr unterschiedliche Strukturen.

Die Resultate zu den M-Instanzen bestétigen, dass die Wahl der Star-
theuristik ein entscheidender Punkt fiir die Geschwindigkeit und Giite von
primalen Schnittebenenverfahren ist. Je besser die von der Heuristik gelieferte
Startlosung ist, desto weniger Ecken des zugrunde liegenden Polytops muss
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Primal B & B
n b ‘ Gap CPU Fehler Optimal ‘ Gap CPU
30 30,113 1 0 810,70 1
50 30,018 1 1 8 | 0,01 1
70 30,012 1 1 710,01 1
100 3 | 0,048 1,3 0 410,04 1

Tabelle 5.4: Vergleich der CRD-Instanzen

Primal B& B
n b| Gap CPU Fehler Optimal | Gap CPU
30 310,499 1,1 0 9| 4,26 1
30 4| 0,046 1 0 910,16 1
50 30,676 1,3 0 514,78 1
50 4| 0,441 1 2 710,95 1
50 5| 0,039 1 0 910,10 1
70 31,360 153,9 3 0| 5,60 5,7
70 40458 1,7 2 211,03 1
70 50,109 1 1 6| 0,11 1

Tabelle 5.5: Vergleich der SYM-Instanzen

der Algorithmus zur Berechnung der optimalen Losung besuchen. Startet man
in einer Ecke, die sehr weit von der optimalen Ecke entfernt ist, so kann unser
Algorithmus kaum Verbesserungen machen, was teilweise auch in Rundungs-
fehlern begriindet liegt.

Raidl konnte alle M-Instanzen optimal 16sen. Die von ihm erzielten Quo-
tienten sind damit minimal. An ihnen kann man ebenfalls erkennen, dass sich
der minimale Spannbaum vom jeweiligen gradbeschréinkten minimalen Spann-
baum stark unterscheidet. Raidl setzt zusétzlich zu einem Schnittebenenver-
fahren auch Branchen ein. Insbesondere bei Instanz m200n3 zeigt der Vergleich
der Laufzeit seines Verfahrens mit der Laufzeit unseres Verfahrens, das Stan-
dard Branch & Cut deutlich schneller ist.

Die nun folgenden 4 Klassen CRD, SYM, STR und SHRD stammen aus der
Verdffentlichung von Krishnamoorthy, Ernst & Sharaiha [25]. Wir vergleichen
unsere Resultate mit dem Branch & Bound Ansatz von Krishnamoorthy, Ernst
& Sharaiha, der in unseren Tabellen mit B € B bezeichnet wird.

Die in Tabelle 5.4 aufgefithrten Gap-Werte und CPU Zeiten sind Mittel-
werte iiber jeweils 10 unterschiedliche CRD-Instanzen mit derselben Knoten-
anzahl. Die Spalte Fehler gibt an, wie viele der 10 Berechnungen durch einen
JFehler” vorzeitig abgebrochen wurden. Die Anzahl der Instanzen, die opti-
mal gelost wurden, ist in der Spalte Optimal ersichtlich. Die CRD-Instanzen
sind zweidimensionale euklidische Graphen, die zufillig erzeugt wurden. Un-
ser Algorithmus kann hier genauso gute Resultate aufweisen wie das Branch
& Bound Verfahren. Fiir die Instanzen mit 30 Knoten sind unsere Ergebnisse
sogar besser.

Bei den SYM-Instanzen handelt es sich um zufllig erzeugte mehrdimen-
sionale euklidische Graphen. Auch hier sind die in Tabelle 5.5 angegebenen
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Primal B & B

n b Typ| Gap CPU Iter. | Gap CPU
30 4 D3 8,79 1 1646 | 8,11 1
30 4 D4 | 13,13 1 10000 | 11,68 1
30 4 D5 0,10 1 10000 | 14,27 1
30 4 D6 0,15 1 10000 | 16,05 60
30 4 D7 0,14 1 10000 | 17,13 600
30 5 D3 4,44 1 10000 4,18 1
30 5 D4 9,68 1 10000 | 8,86 1
30 5 D5 0 1 240 | 11,67 1
30 5 D6 0,12 9 10000 | 13,95 47
30 5 D7 0,12 1 10000 | 15,34 600
50 4 D3 8,12 1 10000 | 7,62 1
50 4 D4 | 11,51 1 1199 | 10,47 1
50 4 Db | 14,77 1 3492 | 12,89 2
50 4 D6 | 17,23 1 15311 | 14,86 125
50 4 D7 | 18,61 1 2891|1572 600
50 5 D3 4,04 1 35| 3,94 1
50 5 D4 8,43 1 10000 | 7,96 1
50 5 D5 | 11,63 1 10000 | 10,50 2
50 5 D6 | 14,55 1 41911291 98
50 5 D7 | 16,50 46 10000 | 14,07 600
70 4 D3 7,31 1 10000 | 6,90 1
70 4 D4 | 10,95 1 859 | 10,00 1
70 4 D5 | 1347 1 1585 | 12,04 4
70 4 D6 | 15,69 1 3189 | 13,57 221
70 4 D7 | 17,38 1 3749 14,92 600
70 5 D3 3,64 1 1496 | 3,56 1
70 5 D4 8,06 1 1041 7,61 1
70 5 D5 | 10,67 1 1579 | 9,78 3
70 5 D6 | 1327 1 10000 | 11,75 173
70 5 D7 | 15,26 1 4546 | 13,35 600
100 3 D3 | 10,49 2 153 | 9,38 1
100 3 D4 | 1349 1 969 | 11,78 1
100 3 D5 | 15,56 1 1109 | 13,42 1
100 3 D6 | 16,93 2 490 | 14,44 1
100 3 D7 | 18,00 2 10000 | 15,21 3
100 4 D3 6,69 1 434 6,27 1
100 4 D4 9,93 1 598 | 9,03 1
100 4 D5 | 12,78 1 5348 11,33 5
100 4 D6 | 14,58 2 1418 12,68 325
100 4 D7 | 15,69 2 10000 | 13,62 600
100 5 D3 3,33 2 2440 | 3,23 1
100 5 D4 7,41 2 610 | 6,90 1
100 5 D5 | 10,18 2 1584 9,24 4
100 5 D6 | 12,28 2 187/ 110,94 255
100 5 D7 | 13,75 2 8288 | 12,10 600

Tabelle 5.6: Vergleich der STR-Instanzen
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Primal B & C PSS

n b | Gap CPU Iter. | Gap CPU | Gap CPU
15 3 0 1 103 0 11,72 2
15 4 0 1 25 0 112,08 2
15 5 0 1 13 0 1 0 3
20 3 0 1 127 0 110,45 6
20 4 0 1 118 0 1 0 4
20 5 0 1 62 0 11047 5
25 3 0 1 73 0 1 0 13
25 4 0 1 68 0 1 0 13
25 5 0 1 46 0 111,07 10
30 3 0 1 304 0 1 0 19
30 4 0 1 294 0 1 0 20
30 5 0 1 227 0 1 0 19

Tabelle 5.7: Vergleich der SHRD-Instanzen

Gap-Werte und CPU Zeiten Mittelwerte iiber 10 unterschiedliche Instanzen
mit derselben Knotenanzahl. Unser primales Schnittebenenverfahren erzielt
fiir die SYM-Instanzen in fast allen Fallen deutlich bessere Resultate als das
Branch & Bound Verfahren.

Die Struktur der Graphen der STR-Klasse ist durch Knoten-Cluster ge-
pragt, die alle dieselbe Anzahl von Knoten enthalten. In Tabelle 5.6 sind die
Resultate fiir jede STR-Instanz einzeln aufgefiihrt. Bei iiber der Hélfte der Be-
rechnungen traten ,Fehler” auf, die meistens Rundungsfehler waren. Fiir iiber
die Hélfte der Instanzen mit 30 Knoten konnten sehr gute Losungen berech-
net werden. Dies trifft auf die tibrigen Instanzen nicht zu. Auch der Branch
& Bound Ansatz, der nach maximal 600 Sekunden Laufzeit abgebrochen wur-
de, kann bei den STR-Instanzen keine guten Resultate erzielen. Im Mittel ist
unser Verfahren hier geringfiigig schlechter als Branch & Bound.

Die Instanzklasse SHRD wird von Krishnamoorthy, Ernst & Sharaiha als
die schwerste bezeichnet, da keine dieser Instanzen von ihrem Branch & Bound
Ansatz innerhalb von 600 Sekunden gelost werden konnte. Deswegen verglei-
chen wird in Tabelle 5.7 ihre beste Heuristik PSS mit unseren Ergebnissen.
Ebenso wie Raidl [38] hat unser Verfahren keine Probleme mit diesen Instan-
zen, denn alle konnten innerhalb kiirzester Zeit optimal gelést werden.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass fiir 2 der 6 Instanzklassen, ndmlich
fiir die M- und STR-Instanzen, die Resultate unseres primalen Schnittebenen-
verfahrens schlechter sind als die Resultate derjenigen Verfahren, die uns zum
Vergleich zur Verfligung standen. Bei den SHRD-Instanzen sind die Quali-
tat der Losungen und die Geschwindigkeit identisch mit denen des Standard
Branch & Cut Verfahrens. Wir vermuten, dass sich bei dieser Instanzklasse
Unterschiede erst ab Instanzen mit einer grofleren Knotenanzahl ergeben. Fiir
die beiden Instanzklassen CRD und SYM konnten wir bessere Resultate als der
Branch & Bound Ansatz erzielen. Unsere Resultate fiir die R-Instanzen sind
sogar besser als die besten bisher in der Literatur verdffentlichten Resultate.
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Zusammenfassung & Ausblick

In dieser Diplomarbeit haben wir die primale Separierung fiir das Max-Cut und
das gradbeschriankte minimale Spannbaum Problem untersucht. Fiir das Max-
Cut Problem konnte fiir keine Ungleichungsklasse eine primale Separierung
gefunden werden, die schneller als die beste bekannte Standard-Separierung
ist. Im Gegensatz dazu ist uns dies fiir zwei Ungleichungsklassen des gradbe-
schrankten minimalen Spannbaum Problems gelungen. Wir konnten dadurch
mit dieser Arbeit ein Beispiel dafiir liefern, dass die primale Separierung in
gewissen Féllen konzeptuell einfacher oder schneller als die Standard-Separie-
rung ist. Dies wurde zuvor auch von anderen Autoren [27, 14] berichtet.

Um die von uns entwickelte primale Separierung fiir das gradbeschriankte
minimale Spannbaum Problem anwenden zu kénnen, haben wir einen prima-
len Schnittebenenalgorithmus fiir dieses Problem implementiert. Wir haben
anhand von Instanzklassen die mit unserem Algorithmus erzielten Rechener-
gebnisse mit denen anderer Verfahren verglichen. Fiir einige Instanzklassen
hat sich dabei gezeigt, dass die Qualitit der Losungen unseres Algorithmus
mit denen der besten bisher bekannten Verfahren vergleichbar und teilweise
sogar besser ist.

Zum direkten Vergleich der Méchtigkeit der primalen Separierung mit der
der Standard-Separierung wiren sicherlich die Rechenresultate eines Standard-
Schnittebenenverfahrens geeignet gewesen. Diese lagen uns jedoch nicht vor.
Wir konnten fiir zwei Instanzklassen unser primales Schnittebenenverfahren
mit einem Standard Branch & Cut Verfahren vergleichen. Dieses war fiir die
M-Instanzen unserem Algorithmus bzgl. der Geschwindigkeit und der Qualit &t
der Losungen deutlich iiberlegen.

Vermutlich kann unser primales Schnittebenenverfahren durch den Einsatz
von Branchen von der Geschwindigkeit, zumindest aber von der Giite der Lo-
sungen her weiter verbessert werden. Zudem kénnen Rundungsfehler, die durch
die Berechnung der gemischtganzzahligen Gomory-Schnitte entstehen, vermie-
den werden, indem man statt des Hinzufiigens dieser Schnittebenen brancht,
d.h., man erzeugt zwei oder mehrere Unterprobleme. Die Branching-Regeln,
wie sie bei Standard Branch & Cut Verfahren eingesetzt werden, koénnen fiir
ein primales Branch & Cut Verfahren nicht genutzt werden, da sie i.A. nicht
sicherstellen, dass die zurzeit beste bekannte Losung Z in den Unterproble-
men weiterhin enthalten ist. In der Literatur sind allerdings keine primalen
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Branching-Regeln bekannt. Letchford & Lodi [26] haben eine Idee fiir eine
primale Branching-Regel angegeben:

Angenommen, es gibt ein Paar Variablen z;, x;, so dass fiir die momentan
beste bekannte Losung Z gilt Z; = z; = 0 und die aktuelle Lésung =™ erfiillt
0 < 2] <27 <1. Dann erzeugt man aus dem jetzigen Problem zwei Unterpro-
bleme, indem bei dem einen die Variable x; = 0 gesetzt und bei dem anderen
die Ungleichung x; > x; hinzugefiigt wird. In beiden Unterproblemen bleibt
damit die Losung T erhalten, wéhrend zugleich x* in beiden unzuléssig wird.

Aufgrund der gemachten Voraussetzungen ist diese Regel nur in speziellen
Situationen einsetzbar. Die Entwicklung allgemeiner primaler Branching Re-
geln ist ein interessanter Bereich, der fiir weitere Untersuchungen offen bleibt.
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